Se 
ey IN 
SIR 


DIE 


DETERMINANTEN 


NEBST ANWENDUNG AUF DIE LOESUNG, 
3 UND ANALYTISCH- GEOMETRISC 


ELEMENTAR BEHANDELT 


pee ey BE 


Sahi N 
N eats 2 


25 De ae 
a ae 


Bee 


VON 


3 DR. H. DÖLP, 


ORDENTL, PROFESSOR AM GROSSH. POLYTECHNIKUM ZU DARMSTADT. 


DARMSTADT, 1874. 


“ 


VERLAG VON LUDWIG BRILL. 


www.rcin.org. pl 


Buchdruckerei von H. Brill in Darmstadt. 


www.rcin.org. pl 


VORWORT. 


Für Jeden, den seine mathematischen Studien über die 
Elemente hinausführen, ist die Bekanntschaft mit den Determinan- 
ten heute nicht mehr zu entbehren. Hiernach sind entweder die 
akademischen Studien damit zu beginnen, oder es muss, was nach 
der Ansicht des Verfassers noch empfehlenswerther sein dürfte, 
der mathematische Unterricht in der Schule damit abgeschlossen 
werden. Selbstverständlich hat sich die Lehrmethode der neuen 

Disciplin diesem Alter und den entsprechenden Vorkenntnissen 
der Lernenden anzupassen, und es erwächst somit für die Lehrer 


der Mathematik die Verpflichtung, dafür zu sorgen, dass es auch 


für diesen Theil ihrer Wissenschaft an geeigneten Lehrbüchern 


nicht fehle. Zu wiederholten Malen hat der Verfasser Schülern 
von 16 bis 18 Jahren die Determinanten vorgetragen und bringt 
in dem vorliegenden Schriftchen die von ihm eingehaltene Methode 
in geeigneter Ergänzung zur Kenntniss des mathematischen 
Publikums. Derselbe war bemüht, die Entwicklungen und Be- 
weise, obgieich er sie in wissenschaftlicher Strenge durchführt, 
mit Hülfe einer zweckmässigen Anordnung einfach und leicht 
verständlich zu halten. Nicht selten ist für den nämlichen Satz 
mehr als ein Beweis gegeben, und zahlreiche Beispiele dienen 
dazu, bereits entwickelte Lehrsätze näher zu erläutern und den 
Lernenden in den Sinn derselben einzuführen. Die beiden letzten 
Abschnitte enthalten Anwendungen der Determinanten auf die 
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$. 1. Bildungsweise und Anzahl aller möglichen Permutationsformen 
aus gegebenen Elementen. 


Durch die Symbole a, b,c... n, oder di, ds, Qs... a, wollen 
wir einzelne ganz beliebige Grössen bezeichnen und dieselben 
Elemente nennen. Ihre besonderen Eigenschaften und Werthe 
sind für die beabsichtigten Entwicklungen ohne jede Bedeutung, 
und wir unterscheiden sie nur von einander durch die Verschieden- 
heit der zu ihrer Bezeichnung dienenden Buchstaben oder Indices. 
Aus einer bestimmten Anzahl solcher Elemente lassen sich Verbin- 
dungen herstellen, von denen jede alle gegebenen Elemente enthält, 
doch so geordnet, dass deren Reihenfolge in allen Formen eine 
andere ist. Eine solche Verbindung gegebener Elemente nennen 
wir eine Permutationsform oder Permutation und sagen, Elemente 
seien permutirt, wenn alle möglichen Permutationen daraus her- 
gestellt sind. Aus 3 Elementen sind z. B. die folgenden 6 Per- 
mutationen möglich : 

a Dabas 260 de, 6.605... I E E L 
ED a a Aa Oy Gy Aha, h, Teas 
Wir sehen es als unsere niichste Aufgabe an, ein Verfahren zu 
ermitteln, nach dem alle aus gegebenen Elementen möglichen 
Permutationen mit Sicherheit gewonnen werden können, und führen 
zu dem Zwecke unter den Elementen eine gewisse Rangordnung 
in der Weise ein, dass wir bestimmen, b soll höher sein als a, 
c wieder höher als b und a, auch d höher als c, b und a u. s. w., 
sowie wir auch a, höher als a, a, höher als a, und az, a, höher 

als ds, aa und a, u. s. w. annehmen. 

Aus 2 Elementen a, und a, können nur die beiden Permu- 
tationen a, Q, a, a, gewonnen werden. Um 3 Elemente zu per- 
mutiren, stellen wir zuerst die 3 Formen a, dz as, a: G ds, 
A; Qı a, her, in welchen je eines der Elemente am Anfang steht 
und die übrigen in natürlicher Ordnung nachfolgen. Aus jeder 
dieser 3 Formen lässt sich noch eine zweite dadurch ableiten, 
dass man nur die beiden letzten Indices permutirt, und so er- 
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geben sich aus 3 Elementen im Ganzen die folgenden 6 Permu- 
tationen : 

Q, As As, My Ay ds, A; Ay A 

d, Ag Me, Q Q3 A, Qs Az Ah. 
Es ist nicht schwer, das angezeigte Verfahren auf 4 Elemente zu 
übertragen. Der Vereinfachung wegen sollen hierbei die Elemente 
durch ihre Indices vertreten sein. Wieder stellen wir zuerst nur 
diejenigen 4 Formen her, in denen je eines der gegebenen Ele- 
mente an der Spitze steht und die übrigen sich in natürlicher 
- Ordnung anschliessen. Sie heissen: 

1234, 2134, 3124 , 4123. 
Werden nun in jeder dieser 4 Formen unter Beibehaltung des 
Anfangselementes die 3 letzten Indices permutirt, so gehen aus 
einer jeden, sie selbst mitgezählt, im Ganzen 6. Formen hervor, 
die wir hier folgen lassen: 

1234 2134 3124 4123 

1243 2143 3142 4132 

1324 2314 3214 4213 

1342 2341 3241 4231 

1423 2413 3412 4312 

1432 2431 3421 4321. 


Nichts ist leichter, als dieses Verfahren auf eine grössere und be- 
liebige Anzahl von Elementen auszudehnen. Es findet einen prä- 
cisen Ausdruck in der folgenden Regel: 

Um die Elemente a,, dz, @3 . . .'`. a, zu permutiren, geht 
man von der Grundform ihrer Indices aus, also von der Form 
123....n, und leitet jede folgende Form aus der vorher- 
. gehenden dadurch ab, dass man in dieser dasjenige am weitesten 
rechts stehende Element aufsucht, welchem noch ein oder mehre 
Elemente von höherem Range nachfolgen. Alle Elemente, welche 
dem so ermittelten vorangehen, werden unverändert in die neue 
Form übernommen, das bezeichnete Element selbst aber durch 
dasjenige nachfolgende ersetzt, welches ihm hinsichtlich des Ranges 
(nicht des Ortes) am nächsten steht. Alle weiteren Elemente 
folgen dann in natürlicher Ordnung nach. 

Auch die Frage nach der Zahl aller Permutationen, welche 
aus n Elementen im Ganzen möglich sind, kann im Anschluss an 
die vorhergehenden Erörterungen leicht beantwortet werden. Zur 
Bezeichnung dieser Zahl soll uns das Symbol P, dienen, so dass 
das Symbol P,-, die Zahl aller Permutationen vorstellt, welche 
aus (n—1) Elementen gebildet werden können. Wie bisher, wer- 
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den zuerst diejenigen Formen hergestellt, welche mit den Ele- 
menten 1 bis n anfangen und die weiteren Elemente in natür- 
licher Folge enthalten, nämlich: 


N veh n 
f NR UM n 
ote we eT n 
Beka So ar (n—1) 


Durch Permutation der (n—1) letzten Indices gehen wieder 
aus einer jeden von diesen » Formen so viele neue hervor, als 
deren aus (na—1) Elementen überhaupt möglich sind, eine That- 
sache, welche ihren Ausdruck in der folgenden Formel findet: 


E; See Ve Pe (1) 


In Worten heisst dies: Aus » Elementen lassen sich » mal so 
viele Permutationen herstellen, als aus (na—1) Elementen. Werden 
in dieser Formel der Zahl » nach und nach besondere Werthe 
beigelegt, so gehen die folgenden speziellen Formeln daraus hervor: 


Fy = (1 


i 
| 
bo 
N 
| 
bo 


Q) B=3:B=1.2.3 


Re Ee i 8 Fe a Fates Bi ee ie Beh 


Bes: Bi el BSB A. ie: 


§. 2. Eintheilung aller Permutationsformen in 2 Klassen. Inversionen. 


Werden aus einer Permutationsform 2 beliebige Indices he- 
rausgenommen und so neben einander gestellt, wie sie in der Form 
selbst auf einander folgen, so erhalten wir ein Indicespaar. Aus 
der Form a, dı ds a, ergeben sich auf diese Weise die folgenden 
Indicespaare: 41, 43, 42, 13, 12, 32. In einigen Paaren folgen 
die beiden Indices in natürlicher, dagegen in anderen in umge- 
kehrter Ordnung auf einander. Das letztere ist der Fall bei den 
Paaren 41, 43, 42, 32. Eine solche Umkehrung der natürlichen 
Folge zwischen irgend 2 Indices einer Permutationsform wird 
Inversion genannt, und man zählt hiernach in jeder Form so viele 
Inversionen, als Indicespaare darin vorkommen, bei denen der 
höhere Index dem niederen vorangeht. Nur die Grundform hat 
keine Inversionen aufzuweisen, während alle übrigen solche in be- 

1* 
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stimmter Zahl enthalten. So zählen wir z. B. in a, a, ds a, @ die 
5 Inversionen 31, 32, 54, 52, 42 und in dbac deren vier, näm- 
lich db, da, de und ba. 

Nach der Zahl der Inversionen hat man alle Permutations- 
formen in 2 Klassen getheilt und zählt alle Formen, in welchen 
eine gerade Anzahl von Inversionen vorkommt, in die erste, da- 
gegen alle Formen mit ungerader Zahl von Inversionen in die 
zweite Klasse. Hiernach muss 3471625 zur ersten, dagegen 
4215736 zur zweiten Klasse gerechnet werden, weil dort 10, 
hier 7 Inversionen vorhanden sind. Für die Lehre von den De- 
terminanten ist nun der folgende Satz von grösster Wichtigkeit: 

Werden in einer Permutationsform 2 beliebige 
Elemente oder deren Indices vertauscht, so nimmt 
die Zahl der vorhandenen Inversionen um eine un- 
gerade Zahl zu oder ab; sie wird daher gerade, wenn 
sie vorher ungerade war, und ungerade, wenn sie vor- 
her gerade Zahl war, oder in kürzeren Worten: Durch 
den Tausch von 2 Elementen oder deren Indices wech- 
selt jede Permutationsform ihre Klasse. 


Der Sinn dieses Satzes soll zuerst an einem Beispiele fest- 
gestellt werden. Von den 4 Formen 


As Q4 Ar Ay Ag Ag As; Az Ag Ag As As Ar As; 
Ag Ag Ag Ay Ag Ar As; Ay Ag Aq As Ag Az As 


ist aus der vorhergehenden jede folgende dadurch hervorgegangen, 
dass man 2 Indices vertauscht hat. Sie zählen der Reihe nach 
10, 7, 6, 3 Inversionen und gehören daher abwechselnd zur ersten 
und zweiten Klasse. Um den Satz allgemein zu beweisen, be- 
zeichnen wir die Indices einer beliebigen Permutationsform in 


nachstehender Weise: 
HE ER RE Kahlaneın. a (A) 


Hier sind i und % die beiden Indices, welche wir zu vertauschen 
die Absicht haben. Wird dieser Tausch ausgeführt, so entsteht 


die Form: 
PRP NEN nat SRS ty hy FE (B) 


und wir wollen untersuchen, in welcher Weise sich die Anzahl 
der Inversionen durch diesen Tausch verändert hat. Thatsache 
ist, dass ein grosser Theil der Inversionen von A unverändert 
in B fortbesteht und deshalb bei unserer Untersuchung unberück- 
sichtigt bleiben kann. Es sind dies: 
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1) Alle diejenigen Inversionen, welche die Indices der Gruppen’ 
r, s und ¢ unter einander bilden, weil deren gegenseitige Stellung 
von i und & ganz unabhängig ist. 

2) Alle diejenigen Inversionen, welche gebildet werden von 
irgend einem Index der Gruppen r und £ mit den beiden ver- 
tauschten 7 und k, weil die Stellung dieser Gruppen zu ¿ und & 
durch den Wechsel von 7 mit % nicht verändert wird. | 

Dagegen finden wir in B diejenigen Inversionen verändert, 
welche in A zwischen den Indices der Gruppe s einerseits und 7 
und / andererseits bestehen, weil deren gegenseitige Stellung durch 
den Tausch eine andere geworden ist, sowie auch die vertauschten 
Indices © und & selbst nur in einer der beiden Formen eine In- 
version bilden können. Nehmen wir nun an, unter den Indices 
der Gruppe s seien der Zahl nach m höher und n niederer als i, 
und ebenso p höher und q niederer als k, so kann die Anzahl 
aller Indices innerhalb der Gruppe s sowohl durch (m + n), als 
auch durch (p + q) ausgedrückt werden, und dies führt zu der 


Relation: 
mF n = p+ q. 


Wird noch weiter angenommen, % sei höher als 7, so lässt 
sich die Zahl der in Betracht zu nehmenden Inversionen in A 
und B in folgender Weise feststellen: 

In der Form A sind zu berücksichtigen: 

1) » Inversionen zwischen 7 und denjenigen s, welche gemäss 
der Annahme niederer als ¿ sind und ihm nachfolgen. 

2) p Inversionen, gebildet von k mit denjenigen s, welche, 
wie vorausgesetzt wird, höher als k sind und vorhergehen. 

Die Zahl aller Inversionen in A, soweit sie hier in Frage 
kommen, beträgt mithin: 

A = n-A p. 


Ebenso müssen in der Form, B in Anrechnung gebracht 
werden: 

1) m Inversionen zwischen ¿ und denjenigen s, welcher höher 
als ¿ vorausgesetzt sind und diesem vorangehen. 

2) q Inversionen zwischen k und denjenigen s, welche niederer 
als & sind und in der zweiten Form dem % nachfolgen. 

3) Die 1 Inversion, welche in B k mit i selbst bildet. 

Die Zahl aller Inversionen in B, die hier berücksichtigt wer- 
den müssen, beläuft sich mithin auf: 


Bom gee Tr: 
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und hiernach kann der Unterschied der beiden Inversionszahlen 
ausgedrückt werden durch die Formel: 
D = A — B = (n+ p) — (m -+q +1). 
Wird die oben angeführte Identität m + n = p + q hiermit ver- 
bunden, so geht daraus D in einer von beiden Formen hervor: 
D = 2 (p—m)— 1, oder: D = 2 (n— q) — 1, 
und wir erkennen daraus, dass D eine ungerade Zahl sein muss. 
An dieser Thatsache wird auch durch die andere Annahme, 
i sei höher als k, nichts geändert; dann würde nämlich die In- 
versionszahl in A um 1 grösser, in B um 1 kleiner und D um 2 
grösser anzunehmen sein, mithin D eine ungerade Zahl bleiben. 


Anmerkung: Am Schlusse des nächsten Abschnittes werden wir 
noch einen anderen Beweis für diesen Satz geben. 


§. 3. Das Differenzenprodukt. 


Aus den Elementen der Reihe 
a N A A en gag ei T A A) 
stellen wir in der Weise Differenzen her, dass wir jedes Element 
von allen dem Range nach höheren abziehen. Werden die so ge- 
wonnenen Differenzen sämmtlich zu dem Produkte 
P = (a,—4,) (Ü,— av) (As—Ap) . - . (a, —to) : . . (a, —a0) . . » (Gy — ao) 
(ash) (as ~ a1)... (a)... (Q—@ 1)... (a,—a,) 
(as—a) . . . (a,—4;) . . . (@,—z) . . . (Anr —aa) 


ERI Ar T TT LER LE a a ae 


Chet 5 de 6, 1 RE MT a EA Be 


(a,—4,-ı) 
vereinigt, so hat dasselbe die wichtige Eigenschaft, dass es beim 
Wechsel von zwei Elementen seinen absoluten Werth unverändert 
beibehält und nur das Vorzeichen wechselt. Nennen wir also, 
nachdem a; mit a, getauscht ist, das Produkt P,, so muss be- 
wiesen werden, dass P, = — P ist. 


Nach dem erwähnten Wechsel stehen die Elemente in folgen- 
der Reihe: 


ee a NO ee tt Gere Se oe EN] 
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Die Form des Produktes zeigt uns, dass es jede nur mögliche 
Differenz zwischen je zweien der Elemente als Factor enthält, und 
dass dies auch noch dann der Fall sein muss, wenn a; seinen Ort 
mit a, getauscht hat. Daraus ziehen wir nun den Schluss, dass 
hinsichtlich des absoluten Werthes die einzelnen Factoren von P 
und P, übereinstimmen müssen, womit nachgewiesen ist, dass auch 
P und P, gleiche absolute Werthe besitzen. Die Differenzen der 
einzelnen Elementepaare entstehen in der Weise, dass immer das 
in der Elementenreihe voranstehende Element von dem nachfolgen- 
den abgezogen wird, niemals umgekehrt, und daher muss der 
Tausch von a; mit a, bei einer Anzahl dieser Differenzen Zeichen- 
wechsel veranlassen, deren Einwirkung auf das ganze Produkt 
untersucht werden muss. Klar ist, dass diejenigen Differenzen, 
welche weder von a, noch von a, abhängen, bei dem erwähnten 
Tausche auch hinsichtlich des Vorzeichens unverändert bleiben. 
Das Gleiche lässt sich übrigens auch von einer beträchtlichen An- 
zahl derjenigen Differenzen behaupten, welche a; und a, mit den 
übrigen Elementen hervorbringen, und zwar sind dies: 

1) Alle Differenzen zwischen a, und a, und den Elementen 
Qos G4, Ag... bis a;_,, Weil diese auch in der Reihe B, wie in 
A, den vertauschten Elementen vorausgehen. 

2) Diejenigen Differenzen, welche von a, und a, mit a@,,, 
Ayo, Ay, +. bis a, gebildet werden, weil diese auch in der 
Reihe B, genau wie in A, den vertauschten Elementen nachfolgen. 

Es bleibt uns jetzt noch übrig zu untersuchen, welchen Ein- 
fluss der Wechsel von «a, mit a, auf die Vorzeichen derjenigen 
Differenzen ausübt, die gebildet werden von a, und a, mit den 
Elementen, welche in A und in B zwischen ihnen stehen. Nennen 
wir ein solches Element a,, so entsprechen ihm aus der Reihe A 
die beiden Differenzen (a,—a,) und (a,—a,), während dieselben, 
aus der Reihe B entnommen, (a,— a,) und (a, — a,) heissen, weil 
ja stets das vorhergehende Element von dem nachfolgenden ab- 
gezogen werden muss. 

Dieser Vergleich überzeugt uns, dass die bezeichneten Dif- 
ferenzen beim Wechsel von a, mit a, alle die Vorzeichen wechseln. 
Dennoch wird hierdurch das Vorzeichen des Produktes nicht ver- 
ändert, weil diese Differenzen in gerader Zahl auftreten müssen, 
indem jedem zwischen a, und a, stehenden Elemente 2 Differenzen 
entsprechen. So bleibt nur noch die Differenz (a,—a,) zu berück- 
sichtigen, welche sich in (a,—a,) umwandelt, d. h. ebenfalls das 
Vorzeichen wechselt. Da aber dieser Zeichenwechsel nicht, wie 
solches vorher der Fall war, durch einen correspondirenden auf- 
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gehoben wird, so veranlasst er einen Zeichenwechsel des ganzen 
Produktes, und daher muss P, = — P sein. 

Indem wir uns die weitere Entwickelung des Produktes P 
vorbehalten, begründen wir auf die eben bewiesene Eigenschaft 
desselben einen zweiten Beweis des Satzes, dass in jeder Permu- 
tationsform der Tausch von 2 Elementen einen Klassenwechsel der 
Form zur Folge hat. Ist 


hg THQ: Wig? re Ar. aa, 


eine solche Permutationsform, so bilden deren Indices die folgende 
Reihe: 


Ute ER gee einer Wg leg tas 


So würden z. B. der Form as a; dz A, ds a, a, die Werthe ent- 
Bprechen: w= 5; u a3; h =T; i= 2; 4 = 6: i= 1; & = 4. 
Das der Indicesreihe entsprechende Ditferenzenprodukt heisst jetzt: 

P = (ii — is (is — io) Wh)... (4, — io) 

Gi— ùh) Gs — ü) a (in — ù) 

(is t) e e lth) 


ote) ete en a. R 


So oft in Reihe (4) ein höherer Index einem niederen vorangeht, 
finden wir in diesem Produkte eine negative Differenz, weil stets 
der vorausgehende Index von dem nachfolgenden abgezogen wor- 
den ist. Daher kommen in P ebenso viele negative Differenzen 
vor, als in der Indicesreihe (4) Inversionen stehen. Werden nun 
2 Indices vertauscht, so ändert sich die Zahl der negativen Dif- 
ferenzen in P und die Zahl der Inversionen in (4) um gleich viel, 
und da wir wissen, dass das Produkt hierbei sein Vorzeichen 
wechselt, so darf auch behauptet werden, dass die Zahl der nega- 
tiven Differenzfactoren in P, und damit auch die Zahl der Inver- 
sionen in (4), um eine ungerade Zahl zu- oder abnimmt. Wie 
bekannt ist, wird hierdurch ein Klassenwechsel der Permutations- 
form bewirkt. 


$.4. Begriffsentwickelung, Bildungsweise und Definition einer Determinante. 


Aus den beiden Gleichungen 


max H a = 0 (5) 

bı x se be = 0 
ergeben sich für die Unbekannten die Werthe: = — a: a 
und « = — b, : b. Sollen die beiden Lösungen gleich werden, 
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so müssen die Constanten der Bedingung entsprechen: 
av ebd, “Oder a, ah = 0. 
Zu der nämlichen Relation wird man gelangen, wenn man die 
Unbekannten in beiden Gleichungen als gleichwerthig ansieht und 
eliminirt. Die linke Seite, nämlich die Form: 
ab — dy by (6) 
wird die Determinante der Constanten beider Gleichungen genannt. 
Dieselbe kann auch ohne Auflösung der Gleichungen auf folgende 
Weise erhalten werden: Löscht man in (5) die Unbekannten und 
Verbindungszeichen weg, so bleibt das folgende Schema der Con- 


stanten zurück: 
dı (lo 


b, b, ’ (7) 


und hieraus gehen die beiden Theile der Determinante dadurch 
hervor, dass man die Constanten nach den Richtungen der Diago- 
nalen zu Produkten vereinigt und das Glied mit umgekehrter 
Indicesform von dem anderen abzieht. 


Beispiel. 3x + 6=—0 
5a + 10 =0 
3 
rs 10 3, 10 "6. et 
Der gemeinsame Werth ist x =— 2, die Determinante verschwindet. 


Wenn wir ebenso aus 2 von den 3 Gleichungen: 

aq2+ ay +a = 0 

bwr Hby + 6 = 0 (8) 

QGr¢+ay+e¢= 0 
die Unbekannten æ und y berechnen und ihre Werthe in die dritte 
substituiren, oder wenn wir in den 3 Gleichungen die beiden Un- 
bekannten als gleichwerthig ansehen und eliminiren, so erhalten 
wir wieder die Bedingung, unter welcher die 3 Gleichungen 
zwischen nur 2 Unbekannten zugleich bestehen können. Die linke 
Seite dieser auf Null gebrachten Bedingungsgleichung, nämlich 
die Form: 
a, by — A, bs Ca + de bs Ci — da bi Cs + as bi Co — Qs ba cı (9) 
ist wieder die Determinante aus den Constanten der 3 Gleichungen. 
Entnimmt man auch jetzt dem Systeme (8) das folgende Schema: 


dı Q As 
b, db, b ) (10) 
Cy Co Cz 
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so können daraus die einzelnen Theile der Determinante abgeleitet 
werden, indem man zuerst die Constanten a,, b2, €s, welche in 
der Richtung der einen Diagonale stehen, zu dem Produkte 
a, be cs vereinigt, und daraus dann die übrigen Glieder ableitet. 
Das Glied a, bs es; wird das Haupt- oder Diagonalglied der Deter- 
minante genannt, die entsprechende Diagonale ist die Hauptdiago- 
= nale des Schemas. Die Grössen a,, dz, ds, bi, be, bs, Ci, C2, Co 
heissen Elemente der Determinante. Die Ableitung der sämmt- 
lichen Determinantenglieder aus dem Hauptgliede wird nach fol- 
gender Regel ausgeführt: Mit dem Hauptgliede beginnend, leitet 
man jedes folgende Glied aus dem. vorhergehenden dadurch ab, 
dass man in diesem 2 Indices vertauscht und das Vorzeichen 
wechselt, doch hierbei darauf achtet, dass sich nicht Glieder von 
gleicher Indicesform wiederholen. Das Verfahren ist erst dann 
beendet, nachdem alle möglichen Permutationen der Indices ge- 
bildet sind. Die Form (9) kann so aus dem Anfangsgliede her- 
geleitet werden. 

Nach der vorstehenden Regel ist die Wahl der Reihenfolge, 
in welcher die Indicespaare vertauscht werden können, dem Aus- 
führenden ganz überlassen, d. h. beliebig, und deshalb bleibt uns 
noch übrig zu beweisen, dass das Resultat, d. h. die Determinante, 
von dieser Reibenfolge ganz unabhängig ist, indem die verschie- 
densten Abwechselungen in dieser Beziehung zu der nämlichen 
letzten Form führen. In der Absicht, die Richtigkeit dieser Be- 
hauptung vor der Hand nur empirisch nachzuweisen, lassen wir 
noch. einige andere Arten der Ableitung nachfolgen: 


ay be C3 an as Da Cy + (ls bs Cy ARTE Cy bs Co + As bi Co SER do b, Cs $ 
dı b, C3 = do b, C3 i (lg bs Ci ER; Cy bs Co + (lg b, Co Tpi (lg Q; ĉi - 
dı bo C3 TRA ly bi C3 En (lg bi Ca pai A b, Co + (sg b; Ci a ge Cs b, Cy . 


Die völlige Uebereinstimmung dieser Formen mit der unter (9) 
angeführten kann durch Vergleich leicht nachgewiesen werden. 
Wenn auch dieses letzte Beispiel schon hinreichen würde, 
um die Definition der Determinante festzustellen, so soll doch 
weiter auch noch ein System von 4 Gleichungen zwischen nur 
3 Unbekannten hierbei in Betracht gezogen werden: 
me Hay F asz + a = 0, 
bæ + by +b +h = 0, 
Q¢+raytastt «= 0, 
dæ + dy + diz + di = 0. 
Wir suchen wieder die Bedingung auf, unter welcher es möglich 


(11) 
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ist, dass diesen 4 Gleichungen die nämlichen Werthe der 3 Un- 
bekannten genügen können. Zu dem Zwecke können wieder die 
Werthe der 3 Unbekannten, wie solche aus 3 der Gleichungen 
hervorgehen, in die vierte substituirt, oder die 3 Unbekannten 
aus den 4 Gleichungen eliminirt werden. Wird die gefundene 
Relation auf Null gebracht, so ist die andere Seite aus folgenden 
Theilen zusammengesetzt : 


+ ay be Cs dy 
— Ay Da Cy tls 
+ mb, Cad 
Oe Ca 
+ a, bgt ds 
— Ay by eg de 


+ a,b, Cdı 


al dla ba Cy ds 


+ aa bica ts 
— dy by Cs da 
+ tb, cd, 
— a,b; c,d; 
+ dg by adı 
— üs bà da 
+ as by Cyd, 
— as bi & d 


+ ds breid 
40.40 
+ ag dy es ds 
— yb, & ds 
+ a,b. ¢, ds 
Aa, by C3 dy 
+ ag bs & d, 
a, Ds Cı ds 


Auch jetzt wird die Summe dieser Produkte die Determinante 
aus den Constanten der gegebenen Gleichungen genannt. Sollen 
die 4 Gleichungen zwischen nur 3 Unbekannten zugleich bestehen 
können, so muss diese Determinante verschwinden. Aus den 
Gleichungen kann nun das nachfolgende Schema leicht gewonnen 
werden: Os the aa ae 


| 
EN i | (13) 

| Oi Ug Ay Ga | 

Sollen aus diesem Schema die obigen Produkte abgeleitet 
werden, so bildet man zuerst das Diagonalglied und geht, mit 
diesem beginnend, zu jedem folgenden dadurch über, dass man in 
dem vorhergehenden ein beliebiges Indicespaar vertauscht und 
des Gliedes Vorzeichen wechselt, und das Verfahren schliesst, 
nachdem alle Permutationsformen der Indices abgeleitet sind. 
Schon bei diesen 4 Indices herrscht hinsichtlich der Reihenfolge, 
in welcher dieselben paarweise gewechselt werden können, eine 
solche Mannigfaltigkeit, dass wir allgemein nachweisen müssen, 
dass alle Ableitungsweisen zu der nämlichen Determinante führen. 
Wir fassen zu dem Ende die Beziehungen ins Auge, welche bei 
den einzelnen Gliedern zwischen der Klasse der Indicesform und 
dem Vorzeichen bestehen. Weil jeder Tausch von 2 Indices 
nach dem Modus der Ableitung einen Vorzeichenwechsel und nach 
dem früher bewiesenen Satze einen Klassenwechsel der Indices- 
form zur Folge hat, so müssen gleiche Vorzeichen mit gleicher 


www.rcin.org.pl 


ME ES EOD, PO a ae NT ee ER MESES har Be PS ETAT 
. Ada TEN i TR, Se Re ee af es! aes sr qs i$ . 


we 


12 Definition der Determinante. 


Klasse der Indicesform zusammenfallen. Da nun das erste oder 
Diagonalglied positiv ist und zur ersten Klasse gehört, weil seine 
Indices die natürliche Reihenfolge einhalten, so muss auch das 
dritte, fünfte, siebente u. s. w. Glied positiv sein und zur ersten, 
dagegen das zweite, vierte, sechste u. s. w. Glied negativ sein 
und zur zweiten Klasse gehören. Hiernach besteht das unter- 
scheidende Merkmal der positiven von den negativen Gliedern 
darin, dass bei jedem positiven Gliede die Indicesform eine gerade, 
bei jedem negativen dagegen eine ungerade Anzahl von Inversionen 
enthält, oder, kurz gesagt, dass die Indicesformen der positiven 
Glieder zur ersten, die der negativen dagegen zur zweiten Klasse 
gehören. 

Werden die an diesen Beispielen gewonnenen Begriffe und 
Regeln verallgemeinert, so geht daraus das Ableitungsgesetz und die 
davon abhängende Definition einer Determinante allgemein gültig 
hervor. Hiernach ist eine Determinante völlig bestimmt, wenn 
4, 9, 16, 25 u. s. w., allgemein n? Zahlenwerthe als Elemente 
gegeben und zugleich in ein Schema von der Form 


te ss ee a, 
D UE 1S a rae b, 

N iy DU AR ER n (14) 
MN wags Ny 


so eingereiht sind, dass jedem Elemente ein ganz bestimmter Ort 
innerhalb des Schemas angewiesen ist, und zwar in der Weise, 
dass der Buchstaben die Reihe, der Index die Colonne des 
Elementes genau anzeigt. Werden nun die Elemente der Haupt- 
diagonale zu dem Produkte 
Utes hike i h 

vereinigt, dann bei unveriinderter Folge der Buchstaben die Indices 
dieses Gliedes permutirt, und endlich die so entstandenen Produkte 
mit dem positiven oder negativen Vorzeichen versehen, je nachdem 
die Indicesform eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen 
zählt, d. h. zur ersten oder zweiten Klasse gehört, so wird die 
Summe dieser Produkte die Determinante der gegebenen Elemente 
genannt. Eine Determinante ist vom zweiten, dritten, vierten u. s. W. 
Grade, wenn in den Reihen oder Colonnen des Schemas 2, 3, 4, u, s. W. 
Elemente stehen und desshalb auch in ihren einzelnen Gliedern 
ebenso viele Elemente zu Produkten verbunden sind. 

So lange die Elemente nicht als besondere Zahlenwerthe ge- 
geben, sondern, wie in (14), nur durch allgemeine Symbole darge- 
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stellt sind, reicht das Diagonalglied a, b, €s... n, vollständig hin, 
um sowohl das Schema daraus aufzubauen, als auch die Ableitung 
aller Determinantenglieder auszuführen. Man pflegt desshalb die 
Determinante symbolisch nur durch ihr Diagonalglied darzustellen, 
indem man dazu eine der beiden Formen benutzt: 


(15) ZU, BB, git ok Ma MOC Be N 


Zur Uebung folgt noch die Entwicklung: einiger Determinanten 
nach den gegebenen Regeln. Die Indices sind nicht mehr, wie 
früher, durch fortgesetztes Vertauschen der Paare, sondern auf 
gewölnliche Weise permutirt und die Vorzeichen nach der Klasse 
der Indicesform bestimmt. So ist: 


S+4, b,¢, =a, b,¢, — a, 0, C, — a,b, Cy (16) 
-F a b,c, + a,b, Ca — a,b, ¢,. 


Zur Entwicklung einer Determinante vom dritten Grade kennt 
man ein einfacheres Verfahren, welches durch das nachfolgende 
Schema veranschaulicht werden soll: 


o R TE PEE a, A 
Ae RB OBE bs (17) 
Cy Co Cs Cy Ce 


A= a,b,c, + a,6,c, + db, — Qgba Ci — a,b, ¢, — ab, 


Wie hieraus ersichtlich ist, sind dem Schema auf der rechten Seite 
die beiden ersten Colonnen beigesetzt. Durch Multiplication in 
der Richtung der Hauptdiagonale und parallel dazu entstehen die 
3 positiven, durch Multiplication in der Richtung der zweiten 
Diagonale und parallel zu ihr entstehen die 3 negativen Glieder. 
Auch Determinanten aus gewöhnlichen Zahlen mögen hier eine 
Stelle finden. 


3/2 5 3. IEEE AA 
ae ee, TA EE we E eee 
619 2 


2 
P ony ae 
9 1-9 4|1-9, 


DD << O0 


=2.7.6+5.8.9+3.4.2—3.7.9—2.8.2 —5.4.6 = 127, 


425.7, 4-+ EE SE -a E A a O E 11.7.1 — 5.8 (9) 
—(—3).2.4 = 225. 


Wir lassen jetzt noch eine Determinante vom vierten Grade 
folgen. Die Indices des Diagonalgliedes wurden wieder auf ge- 
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wöhnliche Weise permutirt und die Vorzeichen der einzelnen Glieder 
nach der Klasse der zugehörigen Indicesform bestimmt. 


0, Qs. a, Q, 
b, 8. be 5, 


ais CE ae ea fs (17) 
d,:d,d,:d, 
+ a, b, c, d, + a, b; C, d; + a, b, c, d, 
— a, b, c, d; — a, 0, ¢, di — a, b, ¢, d, 
— a, b, ¢ d, — ü, b; Op, — a,b, Gl, 
+ a, b, -¢, da, + a, b, ¢ d, + a, 6, ¢, d, 
+ a, bi C d, + a,b, & d, +5,64, 
— a, b, G d, — a, b, ¢, d, — a,b, c, d, 
— a, bi Cs d, — @,-0,.¢, a, — a, bs Ci d; 


+ a, 6, 6 d, + a, b, cd, + a, 6, ¢, d, 


Die vorstehende Summe von Producten ist gleichsam als eine 
Formel anzusehen, aus welcher die Werthe aller Determinanten 


vierten Grades dadurch hervorgehen, dass man statt der Symbole 


die besonderen Zahlenwerthe der Elemente setzt, z. B. 


2 5 9 3 
1 — 4 6 5 
d = 

10 0 5 7 

B41 6 1 
Hier st: a, = 2; a, = 5; a,=9; a, =3;d, 1; = —4; 
b, =6; 6,=—5 u 8 w., und daher a,b, c,d, = 2.(—4).5.1 
= —40; —a, b,¢,d, = — 2.(—4).7.6 = 336; —a, b,c, d, 


= —92.6.0.1=0; a,6,¢,d, =2.6.7.11 = 924 u. 8s. W. 


Bei der Ableitung der Determinantenglieder wurden seither 
nur die Colonnenzeiger, Indices genannt, permutirt, dagegen die 
Buchstaben oder Reihenzeiger in unveränderter Folge beibehalten. 
Die Elemente des nämlichen Gliedes gehören desshalb verschiedenen 
Reihen und verschiedenen Colonnen an. Man kann sich die Zu- 
sammensetzung der Glieder aus den Elementen desswegen auch 
so ausgeführt denken, dass man, um ein Glied aus den Elementen 
zusammenzusetzen, von Reihe zu Reihe übergehend, einer jeden 
je 1 Element entnimmt und darauf achtet, dass dieselben zugleich 
verschiedenen Colonnen angehören. Nun kann es nicht zweifelhaft 
sein, dass die nämlichen Verbindungen der Elemente entstehen 
müssen, wenn man in gleicher Weise die Colonnen durchschreitet 
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und aus jeder je 1 Element so auswählt, dass sie verschiedenen 


Reihen angehören. Diese Verbindungen unterscheiden sich von — 


den vorhergehenden nur dadurch, dass hier die Buchstaben oder 
Reihenzeiger permutirt sind, während die Colonnenzeiger die 
nätürliche Ordnung festhalten. Dass sich aber auch jetzt noch 
die Vorzeichen in bekannter Weise aus der Klasse der Permu- 
tationsformen bestimmen lassen, weisen wir kurz dadurch nach, dass 
wir zwei Entwicklungen einer Determinante vierten Grades so 
nebeneinander stellen, dass in der einen die Indices, in der 
anderen die entsprechenden Buchstaben vertauscht sind, während 
in der ersten die Buchstaben, in der zweiten die Indices ihre 
natürliche Folge beibehalten. 


Erste Form: Zweite Form: 
Ly #0 Died, 1), DE 
2) a,b, Ga, 2) —a, 6, d, ¢, 
3) +a, 6, ¢, d, 3) +a, d, b, c, 
4) —a, b, c, d, 4) —a, ¢ b; d; 
5) +a, b, od, 5) +a, ¢ d,.b, 
6) —a, b, & d, 6) —a, da Ca Ou 
N) + 8 7) +d, a, ¢, 6, 
8,6, 6. ¢, a; 8) —e, a, d, b, 
9) +a, 5, ¢, d, 9) +c, a, b, d, 
10} — a,b, ¢, a, 10) —d, a,b, ¢, 
11) +a,d, c,d, 11) +0, a, d, ce, 
12) —a, b, ¢, d, 12) —b, a, ¢, d, 
u. 8. W. 


Die Glieder unter gleichen Ordnungsnummern stimmen in 
dieser Zusammenstellung genau überein, indem sie aus den näm- 
lichen Elementen zusammengesetzt sind, gleich viele Inversionen 
zählen und gleiche Vorzeichen haben. Daher können aus dem 
Hauptgliede die übrigen Determinantenglieder auch in ‘der Art 
abgeleitet werden, dass man die Buchstaben oder Reihenindices 
permutirt und die gewöhnlichen oder Colonnenindices in unver- 
änderter Folge beibehält. 

Diese übereinstimmende Bedeutung der Reihen- und der 
Colonnenindices tritt deutlicher hervor, wenn wir auch die Reihen 
durch beigefügte Zahlen angeben, indem wir unter dem Symbol 
a», ein Element verstehen, das in der p's" Reihe und in der gt 


Colonne steht. Das frühere Schema (14) erscheint nach dieser 
veränderten Bezeichnungsart der Elemente in der folgenden Gestalt: 
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a 
a. 


Während die ersten Indices die Reihen der Elemente anzeigen, 
geben die zweiten ihre Colonnen an. Um aus dem Diagonalgliede 
ly, Goo gg -+ -Ann die übrigen herzuleiten, darf man sowohl 
die ersten, als auch die zweiten Indices permutiren, nur müssen 
die nichtpermutirten in allen Gliederreihen die ursprüngliche Folge 
unverändert beibehalten. Der Modus der Ausführung soll wieder 
an einer Determinante vom dritten Grade gezeigt werden: 


Ay, Ayo Mig 
A =} Ası Ay Ags 


(sg, Age Ass 
Man bildet folgende Zusammenstellung: 


123 123 123 123 123 123 
123 132° 213 231 312 321. 


Die übereinander stehenden Indicespaare gehören zusammen; man 
hängt sie dem Symbole a an, bestimmt in bekannter Weise die 
Vorzeichen und erhält: 


I = Ay, Ags Ogg — Uri Age Aga — Aia Mg, Ass F Ara Aas Agi 
+ Qis Ag Ass — Mrs Qaa As, 
oder: 
A = Ay; Ags Aggy — Wy, Age Ugg — Ags Aye Ass FAri Ags Ary 
+ G51 yy Ais — Asi Age Aig. 
Beide Entwicklungen sind dem Werthe nach gleich, der Form nach 
verschieden, indem in der ersten die Indices der Colonnen, in der 
zweiten diejenigen der Reihen permutirt sind. 
Da es hiernach gleichgiiltig ist, ob man die Colonnenindices 


permutirt, oder die der Reihen, so dürfen wir folgenden Satz als 
leicht nachweisbar ansehen: 


Lehrsatz: Werden in dem Schema einer Determi- 
nante die Reihen in unverinderter Folge in Colonnen 
umgewandelt (die Colonnen werden dabei von selbst 
zu Reihen), so bleibt der Werth der Determinante 
unverändert. 
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Vorausgesetzt, dass gleiche Symbole gleiche Zahlenwerthe repr- 
sentiren, muss also 


Se ant As 
Cy Cg un j a, bi my 
bi bs b, GOs RR 
= (19) 
We Me | 2 ot V G0... 5 14 


sein. Beide Schemata haben das gemeinschaftliche Diagonalglied 


A, Do Cze.. -Nye Werden die Indices desselben permutirt und die 


einzelnen Vorzeichen nach der Klasse der Indicesformen bestimmt, 
so kann diese Entwicklung sowohl für 4,, als auch für 4 gelten. 
Der Unterschied liegt nur darin, dass die permutirten Indices in | 


4, die Golonnen, in 4 die Reihen bezeichnen. 


Beispiel. 2 5 —3 +2.7.4 — (—-3).7.6 | 
414: Mes. OG 0.08 See 
6 Br tab ur rd 
| 246 AD a Bong ey 
Ape | 5 FOB 4 408 (8). 382 ee 
2 2 4 Ot bce ee Be 


$. 5. Entwicklung der Determinantenglieder aus dem Differenzenprodukt. 


Wir haben in $. 3 bereits nachgewiesen, dass das Produkt 


P = (@,—@) (@2—av) (a—a) =... (a, — ao) 

(9-4) (@s- a)... .. (a,—a,) 

(as—az) . 2... (a,—14;) 

a FE sie 
4,—4,-ı) 


sein Vorzeichen wechselt, wenn 2 Elemente no werden. 
Dieser Eigenschaft fügen wir jetzt noch die weitere hinzu, dass 
dieses Produkt verschwindet, wenn 2 Elemente gleich werden, 
weil dann eine Differenz verschwindet. Was nun die wirkliche 
Ausrechnung des Produktes anbelangt, so ist eine direkte Multi- 
plication von Factor zu Factor schon darum nicht wohl möglich, 
weil die Anzahl der Factoren unbestimmt ist, und desshalb sehen 
wir uns nach weiteren Eigenschaften dieses Produktes um, durch 
welche dessen Herstellung auf indirekte Weise ermöglicht wird. 
Die Anzahl aller Differenzfactoren erhalten wir aus der Formel 


s=n+(n—1)+ (m—2)4+...... +3+2+1= 
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X Aus 2, 3, 4 solcher Differenzen gehen Produkte hervor, welche 
aus 4, 8, 16 Gliedern bestehen, und da allgemein ein Produkt 


aus k Differenzen 2 mal so viele Glieder enthält, als ein solches 
n (n + 1) 

‘aus (k—1) Differenzen, so muss P im Ganzen aus 2 ° 

Gliedern zusammengesetzt sein, wobei freilich auch diejenigen 


mitgezählt sind, welche sich bei weiterer Reduktion aufheben oder 


= vereinigen lassen. Die Glieder müssen ferner zur Hälfte positiv 


und zur Hälfte negativ sein. Als Beispiel soll das Produkt ent- 
wickelt werden, welches aus den 3 Elementen ao, a,, a, hervor- 
geht und heisst: 


P = (1 — ao) (dz — ao) (9 —4ı); 
P = aa? — to af + a’ de — a? dz + ma — aM. 


Zwei weitere Glieder haben einander aufgehoben. Wird in jedem 
Theilprodukte das fehlende Element auf der Potenz Null als Factor 
zugesetzt, und werden die Indices natiirlich geordnet, so gewinnt 
-P die folgende Gestalt: 


Pa a; a ae a, 4,20," 
+ a, a, a,” +4, a, a,’ — a, A, Ay. 


- 


Schreibt man nun in einer Determinante vom dritten Grade die 

Colonnenindices wie Exponenten an, so erhält man das folgende 
Schema: 

N: Wr Si | 

1 = | a, a, a,’ (21) 


a, a, a,’ 


Werden die oberen Indices permutirt, so findet man: 
A=, a, a,” — 4,0, — a, 0 a," 
+a,'a,a,° +a,’ a,’ a,’ — a,’ a,' a, . 


Vergleichen wir 4 mit P, so finden wir sie der Form nach voll- 
ständig übereinstimmend; dagegen sind beide hinsichtlich ihrer 
Bedeutung ausserordentlich verschieden, indem die oberen Zahlen 
in P Exponenten, in 4 nur Indices vorstellen, so dass die ver- 
schiedenen Potenzen der gleichen Basis in 4 als selbstständige 
und von einander unabhängige Elemente auftreten. Es können 
mithin alle Eigenschaften, welche sich nur auf die Form des Pro- 
duktes beziehen, auf die Determinante übertragen werden. 

Als weitere Eigenschaft dieses Produktes führen wir an, dass 
die Summe der Exponenten, oder der Grad, in allen Gliedern 


gleich und = aaa ist, indem die Exponentensumme mit der 


www.rcin.org.pl 


Entwicklung des Determinantengliedes. | 1% 


Zahl der Factoren übereinstimmen muss, weil die Differenzen 
homogen und vom ersten Grade sind. Da ferner jedes Element 
mit allen übrigen zu je einer Differenz verbunden ist, so müssen v 
Differenzfactoren das nämliche Element enthalten. So kommt 
z. B. a, in folgenden Differenzen vor: 


(a, —a,) (a, — (ty) iS a 0 RE Re (a, — A). 


Werden nun diese » Factoren unter sich und auch alle übrigen 
a, nicht enthaltenden Differenzen unter sich multiplieirt, und diese 
beiden Produkte wieder miteinander, so erhält man das ganze 


Produkt P, und zwar wird das Element a in allen Theilen, einen — 


einzigen ausgenommen, -als Factor auftreten. Fügen wir auch 
diesem einzigen Theile den Factor a,’ zu, so dürfen wir behaupten, 
dass das Produkt P in jedem Theile irgend eine Potenz von ao 


aufzuweisen hat und zwar von a,” bis a,. Die übrigen Elemente 


treten gleichsam als Coefficienten mit den verschiedenen Potenzen 
von a, in Verbindung. Da nun die einzelnen Elemente sich in 
genau gleicher Weise an der Zusammensetzung des Produktes 
betheiligen, so dass bekanntlich der Tausch von zweien nur einen 
Vorzeichenwechsel des ganzen Produktes bewirkt, so muss das 
Gesagte nicht blos für a,, sondern für jedes beliebige Element 
a, Geltung haben, und wir können sagen, Pist für jedes beliebige 
Element von der Form: 


P= Ava, + Aha! + Aran? + .... Ana + Ara. 


Wie aber a,, so muss auch jedes andere Element in jedem Theile 
von P auf irgend einer Potenz enthalten sein, und deswegen haben 
die einzelnen Glieder in Bezug auf allé Elemente die allgemeine 
Form: 

+0. fat... 


worin ¢ eine noch zu bestimmende Constante bedeutet, deren 


Werth von den Elementen nicht abhingt. Um zuerst diesen zu 
ermitteln, miissen wir uns erinnern, dass P verschwindet, wenn 
2 Elemente gleich werden, indem dann je 2 Glieder, die entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, gleich werden und einander aufheben. 
Lässt man aber nach einander die verschiedenen Elementepaare 


gleich werden, so wird jedes positive Glied ein Mal jedem nega- 


tiven gleich, und daraus folgt, dass der constante Factor ¢ in 
allen Gliedern den nämlichen Werth haben muss. Stellen wir 


uns vor, die Multiplication in (20) sei ausgeführt, so wird ein 


Glied das Produkt aller ersten Theile der Differenzen sein und 
2* 
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i's Ge Gross eu a," (22) 


heissen. Da hier c = 1 ist, so muss auch in allen übrigen Theilen 
=I sein. 


fe Es wurde oben bewiesen, dass das Produkt sein Vorzeichen 
wechselt, wenn 2 Elemente vertauscht werden, und zwar hat diese 
- Erscheinung darin ihren Grund, dass jedem positiven Gliede ein 
anderes mit negativem Vorzeichen entspricht, welche beide sich 


- nur dadurch von einander unterscheiden, dass 2 Elemente, resp. 


deren Indices, vertauscht sind. Zur Veranschaulichung sollen die 
beiden Formen dienen: 


EUREN Leer: te 


Se ok) NCR oy | ge ea canines | ie 


= Werden & und r gewechselt, so wird das erste zum zweiten und 
das zweite zum ersten, jedoch mit unveränderten Vorzeichen, d.h. 
beide Glieder erscheinen nach dem angeführten Indiceswechsel mit 
umgekehrten Vorzeichen wieder. Diese Umwandlung der positiven 
in gleichwerthige negative Glieder und umgekehrt bei dem ein- 
_ fachen Wechsel von 2 Indices würde aber nicht möglich sein, wenn 
wir annehmen wollten, dass in dem nämlichen Gliede 2 gleiche 
Exponenten vorkommen könnten, weil ein Glied mit 2 gleichen 
Exponenten unverändert bleiben muss, wenn die Indices, welche 
zu diesen gleichen Exponenten gehören, vertauscht werden. Hier- 
-~ mit erscheint aber die Behauptung gerechtfertigt, dass die Ex- 
- ponenten eines und desselben Gliedes einmal ganze und positive, 
ferner aber auch unter sich verschiedene Zahlen sein müssen. 
Weiter ist bereits nachgewiesen worden, dass in einem jeden 


n(n + 1) 
2 


` Gliede die Summe aller Exponenten gleich sein muss. 


Wir drücken dies durch die Formel aus: 
ie - Bd ol aa E + r = i aA 


Weil nun in jedem Gliede alle Elemente vertreten und diese in 
der Anzahl (n + 1) gegeben sind, so muss auch die Anzahl aller 
Exponenten eines jeden Gliedes = (n + 1) sein. ‘So haben wir 
zu Exponenten diejenigen Zahlen zu wählen, welche ganz und 


positiv sind und den beiden angeführten Bedingungen genügen. 


Dass aber die natürliche Reihe der Zahlen von 0 bis n alle An- 
forderungen erfüllt, beweist uns die folgende Formel: 


Dede deh Ba ty = 


und ausserdem ist es einfach, sich zu überzeugen, dass keine weitere 
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Entwicklung des Determinantengliedes. 


Reihe von (n + 1) ganzen und positiven Zahlen die nämliche = 


Summe geben kann. 


Durch Hinzunahme des Factors a,” = 1, gestaltet sich das — 


unter (22) angefiihrte Glied so, dass es heisst: 


OWN he ha ae a" = 


und da aus ihm ein anderes hervorgehen muss, wenn man 2 In- — 


dices vertauscht und das Vorzeichen wechselt, so dürfen wir auch — 


das abgeleitete Glied 


Si ee sk as 


als zu dem Produkte gehörig ansehen. Wird das Vertauschen 
der Indicespaare unter beständigem Wechsel des Vorzeichens so 
lange fortgesetzt, bis die Indices vollständig permutirt sind, so 


stellt die Summe aller Glieder das Differenzenprodukt vor. 


Früheren Erörterungen gemäss müssen auch jetzt die Per- — 


mutationsformen der Indices abwechselnd zur ersten und zweiten 
Klasse gehören, und da ferner auch die Vorzeichen abwechseln, — 
das erste auch positiv ist, so werden die Indicesformen der posi- | 


tiven Glieder der ersten, die der negativen aber der zweiten Klasse 
angehören, genau so, wie es bei den Determinantegliedern der 
Fall ist. 


Zum Schluss dieses Abschnittes bleiben noch die Beziehungen 3 


aufzusuchen, welche zwischen diesem Differenzenprodukt und einer 
Determinante bestehen. Lassen wir zu dem Zwecke in Schema 


(19) die Indicesreihe nicht mit 1, sondern mit 0 anfangen, und 


schreiben wir die Indices der Colonnen den Elementen in der 
Form von Exponenten bei, so erscheint das Diagonalglied in fol- 


gender Gestalt: 
Ge Oy A ince Ce , 


und daraus werden alsdann nach den nämlichen Regeln sowohl 


die Theile des Differenzenproduktes, als auch die Glieder der Be 


Determinante abgeleitet. Beide stimmen mithin in ihrer äusseren 


Erscheinung vollständig überein; der einzige, aber auch — 


wesentliche Unterschied besteht, wie schon früher angeführt, darin, 
dass die oberen Zahlen bei dem Produkte die Bedeutung von ` 
Exponenten haben, bei der Determinante aber nur Indices vor- =- 


stellen, wodurch die verschiedenen Potenzen der nämlichen Basis 


in der Determinante zu selbstständigen und von einander unab- 
hängigen Elemente werden. Die Summe der Glieder, welche aus _ 


einem der beiden Schemata 
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Be Re be ba ne (23) 


Ce © 6 oe Ser es Lee NE 5 Oe Gt Ee le FG ar eg enw a P 


MRC Segal Sy ite by U | Sa 


nach den bekannten Regeln hervorgehen, kann daher ebensowohl 


ein Differenzenprodukt, als auch eine Determinante bedeuten, je 


nach der Bedeutung der oberen Zahlen. Falls wir ein Differenzen- 


= produkt darunter verstehen wollen, können alle 0‘" Potenzen der 


Elemente durch 1 ersetzt werden, wodurch folgende Gleichung 
entsteht : 


ke alae Re | (a (ty) (a,—4u) (a,—au) PA (a,— ao) 
E E AAAA, A (axa) (as—aı) . . . (a; — a) 
a a aa or a |S (a:—43) . . . (an — aa) 
ac" Oy" as" p” (@,—@,-1) 


In dieser Determinante sind die Elemente der Colonnen Potenzen 
der nämlichen Grösse, und der Werth der Determinante ist gleich 
dem Differenzenprodukt. 


§. 6. Vertauschung zweier Reihen. 


Werden in dem Schema einer Determinante zwei 
Reihen, resp. Colonnen, vertauscht, so bleibt der ab- 
solute Werth der Determinante unverändert, sie 
wechselt aber das Vorzeichen. 


dı dz 
Qir Aie Qin Qir Aye Ax, | 
Up 1 Ap 2 Ap n a, 1 Ars a, n 
Cis ah B rp peters canes EE lacy et k= (25) 
a, 1 a, 2 Gyn Un 1 Apo k Apn 
Any Una»: + + Ann Ani Ung + ++ + Ann 


= Die Reihen p und r sind gewechselt. Wird 4, in der Art ent- 
= wickelt, dass man die Indices der Reihen permutirt, so lassen 
sich die Glieder zu Paaren so zusammenstellen, dass jedes Paar 
aus 2 solchen Gliedern besteht, welche sich nur dadurch von 
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einander unterscheiden, dass die Indices p und r vertauscht, und — 
daher die Vorzeichen verschieden sind. Allgemein wird ein solches ` 
Paar die nachstehende Form haben: 


A, a REN Gpg vs +: ee 
B, HE RE Arg te Aps AEE A 


Die übereinstimmenden Theile sind durch Punkte angedeutet, die 
Indices p und r gewechselt und die Vorzeichen verschieden, indem 
B, negativ sein muss, wenn A, positiv ist, und umgekehrt. Wir 
wandlen dieses Paar in ein zu 4, gehöriges um, indem wir, wie 
dies auch im Schema geschehen ist, die Indices p und r ver- 
tauschen, und die Vorzeichen unverändert beibehalten. So er- 
halten wir: 


A rE GR fat Rae 
B, = F Ce > ae V L, Ong Ce By Oe et ee Urs WE OES ale 3 
und erkennen, dass A, = — B, und B, = — A, geworden ist. | 


Wird dieses Verfahren auf die ganze Entwicklung von 4, ausge- — 
dehnt, so gehen alle Glieder von 4, aus denen von 4, dadurch 
hervor, dass man in diesen nur die Vorzeichen wechselt. 


Zu näherer Erläuterung soll in einer Determinante vierten 
Grades die zweite Reihe mit der vierten vertauscht werden. 


A A 
As Oy By a 40 Ay 4 
0 Dy Us. Da 4, ar Pes D 
Gele Cy. CL ay Oy Cy By. Ce 
hy hs ths. Oy bi by bs 0i 


tee Gy grt, A 3) + a, bi G d; 5) + a, b 

2) — a, b; Cs d, 4) — ai b; c, d, 6) — a, b, c, 
b 
b 


d 
7) oF Os b, C4 d, 9) A Gs b; ĉi d, 11) Ji Ay 
8) — a, b, c,d, 10) — a,b, ¢, d, 12) — a, 


Qa Bk 


Werden nun in diesen Paaren, genau wie im Schema, die Zeichen 
b und d, oder, was gleichbedeutend ist, die Indices von b und d 
vertauscht, so gehen dieselben in solche über, wie sie zu 4, ge- 
hören. Man findet: 
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~ Vertauschung zweier Reihen. ` 9 ca 


as Gleiché Bethan: 


4 = 
1) + a, b d, 3) Fh b, C, d 
2) — a, b, C d, 4) — a, b, ¢ d, 6) — a, 
7) + A; b d, 9) q- as b, 6 d 
8) — a, b,.¢, d, 10) —. a, bierdi 12) — a, 
USW: 


Durch Vergleich überzeugen wir uns leicht, dass alle Glieder von 
4, auch in 4, vorkommen, aber mit gewechselten Vorzeichen. 


Beispiel. | 479 +4.6.1 — 9.6.4 
feo E 1368 b= 17.8.4 —4.8.5 = — u. 
; 451) ei 
= ER 1455 Bo A TEAT 
a ee EE Pee eS ee ee 
e ee | FO eae ace Sy 


Zweiter Beweis. Wir haben bereits nachgewiesen, dass 
das Differenzenprodukt und mit ihm auch die durch dasselbe reprii- 
sentirte Determinante das Vorzeichen wechselt, wenn 2 Elemente 
vertauscht werden. Ein solcher Wechsel von 2 Elementen des 
- Differenzenproduktes hat aber auch in der schematischen Auf- 
- stellung (23) den Wechsel von 2 Reihen oder 2 Colonnen zur 
Folge, und damit ist der Satz bewiesen. 


ps §. 7. Gleiche Reihen. 


Wenn in demSchema einer Determinante 2 Reihen, 
beziehungsweise Colonnen, gleich sind, oder in Folge 
zulässiger Transformationen gleich werden können, 
so ist der Werth dieser Determinante gleich Null. 


$: Macht man in dem Schema von 4, in (25) die entsprechenden 
_. Elemente der Reihen p und r gleich, also 

ps = Ari; Qpa = Ayn} Aps = Apg U. S. W. DIS Ayn = Arn ; 
so werden auch die beiden Glieder eines jeden Paares, wie solche 
in §. 6 zusammengestellt sind, einander gleich und behalten ihre 


entgegengesetzten Vorzeichen bei, so dass sie einander aufheben. 
_ Unter dieser Voraussetzung wird nämlich 


s A, == + TER ENT Ang ERN ee Ans á 
J B, = -+ e OS Ang . A, . 9 
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Von den Unterdeterminanten: 


und daraus folgt: A, + B, = 0. Ebenso verschwinden auch die — 
übrigen Glieder paarweise und mit ihnen die ganze Determinante. 
Zweiter Beweis. Erwiesenermassen muss eine Determinante 


das Vorzeichen wechseln, wenn 2 beliebige Reihen oder Colonnen 


vertauscht werden. Wechselt man nun die beiden identisch 
gleichen Reihen, so muss einmal die Determinante ganz unver- 
ändert bleiben und doch auch ihr Vorzeichen wechseln. Beiden 


Anforderungen zugleich kann nur durch den Werth Null ent- 
sprochen werden. 

Dritter Beweis. Das Differenzenprodukt und die mit 
diesem identificirte Determinante verschwinden, wenn 2 Elemente 
gleich werden. Tritt dieser Fall ein, so werden in dem entspre- 
chenden Schema (23) 2 Reihen oder 2 Colonnen gleich. Umge- 


kehrt müssen in dem Differenzenprodukt 2 Elemente gleich sein, 
wenn das Schema 2 gleiche Reihen oder Colonnen enthält, und 


die Determinante muss in diesem Falle verschwinden. 


Beispiel +5 9-7 + 5.3-.7 — 7.3.5 
8 3-44-9425 —5.4.9=0 
|5 97 78,9 IL 


8. 7. Von den Unterdeterminanten und ihrer Verwerthung zur Berechnung 
der Hauptdeterminante. 


Der leichteren Verständlichkeit wegen führen wir die nächsten 
Entwicklungen an einem Schema vom vierten Grade aus: 


4,0, 0; 
bbs Bb 

A pete 1 2 8 4 , (26) 
Cy Co Cs C4 


0.0, :d, 0; 


Wie bekannt ist, darf a, nicht mit solchen Elementen verbunden 
werden, welche mit ihm in der nämlichen Reihe und Colonne 
stehen. Werden mithin die Reihe der « und die Colonne 1 unter- 
drückt, so bleiben diejenigen Elemente zurück, mit welchen a, in 
Verbindung treten kann, und zwar eingefügt in ein Schema vom 
dritten Grade, das wir symbolisch durch A, bezeichnen wollen. 


bs Ds bs 
At: 
d, dy d, 
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i 
Bet E 


\ Von den Unterdeterminanten. 


Wir sagen, A, sei die zu a, gehörige Unterdeterminante. Aus- 
gerechnet heisst dieselbe: 


A, = by Cs dy — be Cs ds — bs Ca da + bs Cada + ba Ca ds — by Cs dy. 
Durch Multiplication mit a, geht sie iiber in: 


ay A, = la ba C3 ds I Ay by C4 ds ere Cy bs Co di te dı bs C4 d 
-1- dı by Co ds REST, ay Dy tes. 


Auf der rechten Seite sehen wir diejenigen 6 Glieder von 4, 
welche mit a, anfangen, und können daher deren Summe durch 
den einfacheren Ausdruck a, A, darstellen. Streicht: man in (26) 
ebenso die Reihe a und die Colonnen 2 durch, so bleibt ein 
Schema zurück, welches alle Elemente enthält, die mit a, verbun- 
den werden dürfen. Aus einem bald anzuführenden Grunde nennen 
wir dieses Schema aber erst dann die zu a, gehörige Unterdeter- 
minante, nachdem das Vorzeichen gewechselt ist. Hiernach ist: 


by bs bi 
A, = — | Gi ly Ss 
Oya Oe 
Wieder erhält man durch Entwicklung: 
A, = — [b, cs da — b c4 ds — bs er da + bs Cadı + baci ds — ba Cs di]. 


Wird nun beiderseits mit a, multiplicirt, so erhöht sich rechts 
die Zahl der Inversionen in allen Gliedern um 1, weil 2 vor 1 
tritt, und die Vorzeichen stimmen nicht mehr mit der Klasse der 
Indicesformen überein. Diese Uebereinstimmung wird aber wieder 


dadurch hergestellt, dass man die Klammer auflöst, womit ja für 


alle Glieder ein Zeichenwechsel verbunden ist. So erhält man: 


ty Ås = — a bi Cs da + ao bi Cida + Qe bs Ci da — a bs Ca di 
— da by 0, dg + dy by cy d, . 
Auf der rechten Seite sehen wir hier 6 weitere Glieder von 4 
und können deren Summe durch das Produkt a, A, einfacher aus- 
drücken. 

Auch durch das Element «a, ist das Schema einer Unterdeter- 
minante A, vollständig bestimmt. Man findet es, wenn man in 
(26) die Reihe a und die Cölonne 3 beseitigt, das. Zeichen aber 
beibehalt. Mithin ist: 

b, b, b, 

As = |. Cy; Cy «© 

d, d, d, 

A; = b, Cy dy — bı Cy da — b: 0, da + bo Cadi + bs Gi de — bs Ca di. 


’ 
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Von den Unterdeterminanten. ae 


Wird jetzt auf beiden Seiten mit a, multiplicirt, so nehmen die 


Inversionen in allen Theilen auf der rechten Seite um 2 zu, weil 


3 vor 1 und vor 2 tritt und die bestehende Uebereinstimmung 


zwischen der Klasse der Indicesform und dem Vorzeichen der 
einzelnen Glieder nicht stört. So erhält man: 


a, A, = a, bi c,d, — a,b, ¢,d, — a, b, c, di + a, 6, ¢, a, 
+. a, b,¢,d, — a,b, ¢, d,, 


und findet abermals auf der rechten Seite 6 Glieder der Deter- 


minante (26), deren Summe sich mithin in der Form des Pro-- 


duktes a, A, darstellen lässt. 
Eben so leicht ist es, zu dem Elemente «a, die Unterdeter- 
minante zu gewinnen. Zu diesem Zweck wird in (26) die Reihe a 


und die Colonne 4 beseitigt und das zurückgebliebene Schema. 


wieder mit gewechseltem Vorzeichen gesetzt. Hiernach ist: 


Dir 0: 0, 
F PA ee e #6) 
ae NE 
A, = — [by C2 ds — bı cs da — bz Cı ds + bad + bs Ci de — bs C2 dhl. 


Wird wieder auf beiden Seiten mit a, multiplicirt, so treten in 
jedem Gliede auf der rechten Seite 3 weitere Inversionen hinzu, 


gebildet von 4 mit 1, 2 und 3. Dem hierdurch veranlassten 


Klassenwechsel der einzelnen Glieder entspricht wieder der mit 
der Klammerauflösung verbundene Wechsel aller Vorzeichen. So 
gibt es: 
aA; ole a, Cida + a,b, C da -+ a, ba cidg — a,b, Ca d, 
— ü, bs Ci d tab, Gy i 


‘ie diese letzten 6 Glieder von 4 können zu dem Produkt a, A, 


vereinigt werden. Hiernach lässt sich die ganze Determinante 
(26) aus diesen Produkten nach folgender Formel zusammensetzen: 


a= dr A, + (lo A + ag AÁ, -} ay A, D (27) 


Einfacher und leichter zu verallgemeinern ist die nachfolgende 
Entwicklungsweise dieser Formel. Zuerst stellt man die folgenden 
4 Formen her: 


AOC A Rd: u: eur, 


Wird nun in dem ersten Theile a, festgehalten, und werden die 
3 letzten Indices durch fortgesetzten Indiceswechsel permutirt, so 
erhält man diejenigen 6 Glieder, welche mit a, anfangen und heissen: 


Ay [de Cy dy nn ba Ca da + bs cıd; — bs Cz ds ba Gids — by ey da]. 


www.rcin.org.pl 


a 


Von den Unterdeterminanten, 


= Dass der Ausdruck in der Klammer nichts Anderes ist, als die 
= Zu a, gehörige Unterdeterminante A,, bedarf wohl keines weiteren 


Nachweises, und wir setzen den ganzen Ausdruck gleich dem 
Produkt a, Aı. | 

Hält man ebenso in dem folgenden Theile den Factor — a; fest, 
und vertauscht man fortgesetzt die anderen Indices, so entstehen 
diejenigen Theile von 4, welche mit a, anfangen: 


— ay [bi Cs di — b; Ca ds + bs cadı — bad + bad — by csd). 


Wieder repräsentirt der Klammerwerth in Verbindung mit dem 


— Zeichen den Ausdruck, welchen wir oben durch A, bezeichnet 
haben, und somit dürfen wir das Ganze unter der Form a, A, 
zusammenfassen. 


Auf gleiche Weise gehen die beiden anderen Theile in folgende 
Ausdrücke über: 


a, |b, c, d, — b, c, d, + b, c, d, — ba c, d, + bi ci d, —b, Ca d] 
— a, |b, c,d, — b; c,d, + ba c,d, — b, ¢, da +b, c,d, —b, cad], 


und diese lassen sich wieder in die Form der beiden Produkte 
a, A, und a, A, bringen. 
Wie die Schemata dieser Unterdeterminanten aus dem Haupt- 


‘schema entnommen werden müssen, ist durch diese Entwicklung 


hinlänglich festgestellt. Ebenso kann es keine Schwierigkeiten 


‚bieten, die Entwicklungen selbst auf Determinanten von noch 


höherem Grade auszudehnen, und ist es wohl gestattet, die Formel 
(27) ohne Weiteres als allgemein gültig anzusehen. In dem Schema: 


M11 Mie di, Ain 
sd Ges Gey Cs n 
a (28) 
Gp 1 Ane ER BAe a, roe Ann 
Uni Ungh es > An a Dee N 


müssen die Unterdeterminanten der ersten Reihe durch A,,, 
a N ne) A,, bezeichnet werden, und da wir wissen, 
dass die zugehörigen Schemata abwechselnd mit den positiven und 
negativen Vorzeichen zu nehmen sind, so fügen wir dem Schema 
von A,, noch den Factor (—1)'*” zu, weil hierdurch das Vor- 
zeichen regulirt wird, indem (—1)'** = +1; (—1)}+? = — 1 
ist u. s. w. Der Unterdeterminante A,, entspricht hiernach das 
folgende Schema: 
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(29) On Anz + + > Qn, r-1 An, Rapid: S sees Cnn 


Um also aus dem Hauptschema das der Unterdeterminante A,, 
herzustellen, unterdrücken wir die Reihe 1 und die Colonne r und 
versehen den zurückgebliebenen Theil mit dem Vorzeichenfactor 
(—1)'t". Werden so alle Unterdeterminanten der ersten Reihe | 
gebildet, so setzt sich aus ihnen und den zugehörigen Elementen 
die Hauptdeterminante nach folgender Formel zusammen: 


4 = 01; Ai, + tis Ax» Hr dis Ais E ER OET Asa. (30) : 


Diese Formel ist zwar nur auf die erste Reihe anwendbar; allein 
da durch Reihentausch und entsprechenden Zeichenwechsel eine 
jede Reihe in die Lage der ersten gebracht werden kann, so ist 
es nicht schwer, dieselbe in eine andere umzuwandeln, die fir 
jede beliebige Reihe gültig ist. Soll z. B. die Reihe p in die 
Lage der ersten verschoben und dabei die anfängliche Ordnung 
der übrigen Reihen festgehalten werden, so vertauschen wir die 
Reihe p nach und nach mit den Reihen (p— 1), (p — 2), (p—3) 
u. s. w. So gelangt sie nach (»— 1) Vertauschungen in die Lage 
der ersten, und die übrigen haben ihre Lage zu einander nicht 
verändert. Da mit dieser Transformation auch (»—1) Zeichen- 
wechsel verbunden sind, so muss die Determinante so umgestaltet 
sein, dass sie jetzt heisst: 


Gy Apo Qpr . Apn 
Aıı Aye Ay, Ain 
A21 A22 Ay, Qn 
ee ET N ER ie See ne. S 
Ap—1,1 U-1,2 Ap—1, 1 A,—ı,n 
(31) ea ES ERNE 
rea Se Rigs cit RR ee 


Werden aus diesem Schema die zur ersten Reihe gehörigen Unter- 
. determinanten bestimmt, diese selbst mit ihren zugehörigen Ele- 
menten multiplieirt, diese Produkte alsdann mit dem Transfor- 
mationsfactor (— 1)?! verbunden und nach (30) zu einer Summe 
vereinigt, so hat man eine zweite Form der Determinante. Hier- 
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OK: 
EASO Von den Unterdeterminanten. 


bei sollen zwar die Unterdeterminanten der ersten Reihe durch 
Ass, Ap, Aps- - + + Apn bezeichnet werden, den Elementen ent- 
sprechend, doch sind die Vorzeichen ganz nach den früheren 
Regeln zu bestimmen, so dass zu A,, das Vorzeichen (—1)'}" 
gehort. Wird aber damit der allen Theilen gemeinschaftliche und 
aus der Transformation hervorgegangene Factor (— 1)?-' vereinigt, 
so gehört zur Unterdeterminante A,, im Ganzen der Vorzeichen- 
factor (—1)'t" . (—1)-! = (— 1)t”. Hiernach gestaltet sich 
aber die allgemeine Formel zur Bildung der Unterdeterminanten 
wie folgt: 


Ay Ais A,,r-ı ai, r+1 Lae Le a hn 

Qo, (leo Ad, ,r-1 Mz r41 OJAD cg An 
AF" Q,-1,1 U—1,2 > + + © Ap-i1,r-ı Ap-ı,rti + + + + Ap-ı,n], 
An41,1 W41,2 An EN A414, r-1 p+, oe a Bee A,41,n 

(32) Ont Cn 2 Re Er) Pe On,rti s+ sees Ann 


Dieses Schema entsteht aus (31), indem man die erste Reihe und 
r‘t Colonne unterdrückt. Es kann aber auch ebenso leicht aus 
dem ursprünglichen Schema (28) entnommen werden, indem man 
dort die p' Reihe und 7° Colonne wegnimmt, weil die übrigen 
Reihen und alle Colonnen in beiden Schematen in der nämlichen 
Ordnung aufeinander folgen. Werden also nach diesem Schema 
die Unterdeterminanten, welche zu den Elementen der p's" Reihe 
des Hauptschemas gehören, aus diesem direkt abgeleitet und mit 
den ihnen zugehörigen Elementen multiplieirt, so wird aus diesen 
Produkten die Determinante selbst nach folgender Formel zu- 
sammengesetzt: 


Ans Art a As ti ds: + A. (83) 


Wie früher nachgewiesen wurde, dürfen Lehrsätze, die 
für Reihen gültig sind, ohne Weiteres auch auf Colonnen ange- 
wendet werden. Berechnen wir mithin nach (32) die Unterdeter- 
minanten, welche zu den Elementen der Colonne r gehören, und 
bilden wieder die Produkte aus diesen und den Elementen selbst, 
so kann 4 auch nach folgender Formel berechnet werden: 


d= M, Air Har Ag, + Agr As, + PY Shem + rome ge (34) 
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Gemeinsamer Factor der Elemente einer Reihe. 


Beispiel. ts, Sr Ta Hier ist: > 
* 3.57 1 4 A O A, > p 
1 | Bo OB ri = be 
4—9 37 | 2 
| We: ae | AR 2, + 
Aue) 51 4-8; Ay, S Tee : 
9 3 7 | 4 k 7 v 
| 4 9 6 (gee Vane = 
As 574-659; A, = — 3: 5. 1-97 5 
| 4—9 7 | 4—9 3 x 
A= 5 .(—48) +7. 24 + (—2). 659 + 8. (— 227) = — 3181. 9 
Es ist auch: a, ed, == 53/0), een x 
re 1:4] | £29 | ER 
A,,=—| 5-2 8=—208; A,,=|5—2 8=-—%); 
| ee ae 4-3 T 
| ee aes a Sa 
A,,=—|—3 -1 4=4; A,=|-3 1 4) = 158, 
| a | ee ae à 
E 9. E + 5.(—20) +7. 24 + (—9), EEN = 


§. 8. Gemeinsamer Factor der Elemente einer Reihe. 


Werden alle Elemente einer Reihe, beziehungs- 
weise einer Colonne, mit der nämlichen Zahl multi- 
plicirt oder dividirt, so wird hierdurch die ganze 


Determinante mit dieser Zahl multiplicirt oder di- 


vidirt. 
Schematisch hat dieser Lehrsatz die folgende Gestalt: 


Ay A 
Mii Aig oy Os =. A io Arn Ay, Ars lin 
Ae Isa... Qan Aai Age Aan) 
=m. (889 
M. Api m Ane m Apn Ay 1 Ay 2 . Ann ( ) 
Ant ig Re fae Qnn Anı Ane Mnn 
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Als selbstverständlich wird vorausgesetzt, dass in 4, und 4, 
gleiche Elementesymbole auch gleiche Zahlenwerthe bedeuten. 
Dann sind auch die Unterdeterminanten der Reihe p in beiden 
identisch gleich und wir haben: 


A=mM.a,ı 4,ı + m.a,. Ags + re + M. Ayn Apn 
=m [G51 Ap: + Opn Ags ove + apn Apn | 
4, = Ayı A,ı -H Ad, A,» + ee her te -4 Apn Ara . 
I), =EM. HA: 


Die Richtigkeit dieses Satzes kann auch so nachgewiesen werden: 
Bei der Zusammensetzung der Determinantenglieder wird in jedes 
einzelne Glied aus jeder Reihe und Colonne je ein Element auf- 
genommen. Werden nun die Elemente einer Reihe oder Colonne 
mit m multiplieirt, so wird dieser Factor auch in jedes Glied, und 
zwar nur ein Mal, eingeführt und erscheint so als gemeinschaft- 
licher Factor aller Glieder oder der ganzen Determinante. 

Die Multiplication wird tbatsächlich zu einer Division, wenn 


2 4 RE 
man, statt mit m, mit —- multiplieirt. 


Einige Sätze, die in den vorhergehenden Abschnitten implicite 
enthalten sind, sollen hier noch besonders hervorgehoben werden. 
1) Haben alle Elemente einer Reihe oder einer Colonne den 
gemeinschaftlichen Factor m, so kann derselbe als gemeinschaft- 


licher Factor vor das Schema gesetzt werden, wie in (85). 


2) Werden alle Elemente einer Reihe oder Colonne mit dem 
nämlichen Factor multiplicirt, und wird zugleich die ganze Deter- 
minante mit diesem Factor dividirt, so bleibt deren Werth un- 
verändert. 

3) Wechselt man die Vorzeichen aller Elemente in einer 
Reihe oder in einer Colonne, so wechselt hierdurch die ganze 
Determinante das Vorzeichen. 

4) Sind alle Elemente, welche auf einer Seite einer Diagonale 
stehen, gleich Null, so ist die ganze Determinante gleich diesem 
Diagonalgliede. 


GER ARE 0 
500 ..0 IRRE DER 
A=) 5% 0 Gi a, Be ae erg ORG "|, 
RE ce NM... Np 
Ny Ng Ng Mg ss N, ani lade 
Ais u. N (36) 


www.rcin.org.pl 


s 


Eigenschaften der Unterdeterminanten. 


5) Das nachfolgende Schema kann dazu dienen, eine Deter- 


minante in eine andere zu verwandeln, welche um einen Grad 
höher, aber von gleichem Werthe ist. 


8. 07 0 
i the fie | 
7 ] / | L di Clo Aa 
> do pe 
bias So 8. By a « (37) 
GPR rv ES TE ee or ae ER 
M, Ns N, 
| Ms rt AS Seca A 
Die Elemente x, y .. . æ sind beliebige. 


$. 9. Eigenschaften der Unterdeterminanten. 


Werden die Elemente einer Reihe, beziehungs- - 


weise einer Colonne, mit solchen Unterdeterminanten, 
welche zu den Elementen einer anderen Reihe, be- 
zichungsweise Colonne, gehören, multiplicirt, so ist 
die Summe dieser Produkte gleich Null. 


| Qi Aig oe L NR lin 
(by 4 Qos ayes Se day 
Di ae u 
pi Up pn 
A : (38) 
ds; As o Msn 
Any Aas + + + Ann 


Nach der Reihe p entwickelt, erhält man: 
A= Apr P: $ Ana Ans Fe ys A,s + rs Tr nn Ir ‘ 
Da die Unterdeterminanten von den zugehörigen Elementen ganz 


unabhängig sind, so bleiben sie unverändert, wenn, wir diesen be- 
sondere Werthe beilegen, indem wir setzen: 

Un = hsi; Un» = Asay + + +: Onn = Asn > 
Die letzte Formel gestaltet sich jetzt so: 


8 
d= lyi 4,ı x Aso A,» a ee ie + A;n An 


und repräsentirt die Summe aller Produkte, die entstehen, wenn _ 
wir die Elemente der Reihe s mit denjenigen Unterdeterminanten | 


multiplieiren, die zur Reihe p gehören. Zugleich entstehen aber 


auch im Schema (38) zwei identisch gleiche Reihen, nämlich die 
| A 
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34 Zerlegung einer Determinante in eine Summe von zweien. 


= Reihen p und s, so dass der Werth der ganzen Determinante nach 
= (§. 7) verschwinden und die letzte Formel in die nachfolgende 

' übergehen muss: 

%ı A, + G2 Apa + BEE Hr Hlin Ap, =O. (39) 


~ Wird diese Formel wieder auf die Colonnen q und r übertragen, 
80 heisst sie: 


Ay be ST Aor Aa, + wa Tr Cnr hua = 0 N (40) 
Beispiel. |-7: 125-8 
h 4.0.8.8 
ee a= 
= 9.2.7.5 
B 10 6 1 2 
O T — 164; -A,, = 260; A,, = 1683; A = — 44, 
> 


Wenn diese Unterdeterminanten, welche zur ersten Reihe ge- 
- hören, mit den Elementen einer anderen, z. B. der dritten Reihe 
- multiplieirt werden, so entsteht: 

(—164).9+260.2+ 168.7 - 4.5=0. 


= $. 10. Zerlegung einer Determinante in eine Summe von Determinanten 
Aes von gleichem Grade. 


= Werden die Elemente der Reihe p in der Weise in 2 Theile 
zerlegt, dass wir setzen: 
= 917 Fos T Bi} Aps — Opa a p2; er Upam pa T Bon: 


so gestaltet sich das allgemeine Schema folgendermassen : 


a, j Aig E E NEA ee Ain 

As; Ass 2 apart, inky 9 Sea ee, Ag n 
s I= 1 (cigs F Bash H B (“yn + By) | “P 
: A, BT a ar Ann 


und die nach der Reihe p entwickelte Determinante erhilt folgende 
Form: 


fC 4= (G1 + Bp) Ay: $- (cys Bye) As < 6. (@,, + Bon) r. aa 
Wir zerlegen diesen Werth in die beiden folgenden: 

2S Hewi in PRATER Br 

z d= Bor 4,1 + Bye Apa © RI ET, Bam Au 
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Veränderung der Elemente einer Reihe. 


und haben die Relation 4 = 4, + 4,. Zugleich erkennen wir, — 
dass 4, und 4, selbstständige Determinanten sind, welche mit 4 ~ 
die Unterdeterminanten der Reihe p gemeinschaftlich haben. Ihre — 
Schemata stimmen daher auch mit dem Schema von 4 genau 
überein bis auf die Elemente der Reihe p, welche in 4, durch | 
die «œ, in 4, aber durch die 3 ersetzt werden muss. Hiernach ist 


Ai, Aig «++.» Qin Mir Wis: oe es hae 
hanO A A Gi Misa, Oe 
dA == at er 
1 
Gn, &pa Epn pı By» Bon 
Ani Ang se + Ann Ani Uno + + + + Ann 


Wird das gleiche Verfahren bei 4, und 4, wiederholt, oder werden 
schon anfangs die Elemente der Reihe p in mehr als 2 Theile 
zerlegt, so zerfällt auch 4 in eine grössere Anzahl von Deter- 
minanten. 


Beispiel. 4 A, 4, 
| BARTH pep Bad B52 a 
| 2.9 tree er A oe 
Lage ay ER Saar 3 6 A 


=4 +3; 10=54+5; 1=3—2; 4,=47; 4, = 235; 
4 = 282, oder 4 = 4, + 4, 


§. 11. Erlaubte Veränderung der Elemente einer Reihe. 


Werden simmtliche Elemente einer Reihe, be- 
ziehungsweise Colonne, mit dem nämlichen ganz be- 
liebigen Factor multiplicirt und diese Produkte zu 
den Elementen einer anderen Reihe, resp. Colonne, 
addirt, so bleibt der Werth der Determinante unver- 
ändert. 


Es soll bewiesen werden, dass 


4, 4, (42) 
Ar, Arie oh ed Pe Ayn Ay, Ais © 56S 4 Oy ES eee” oe Ain 
As, Ass SE EN Aen Ao, Aso aera se" er da n 
A,ı Up» Qpa) (a,1ı+m.a,.),(a,.+m.a,) . (an FM: arn 
PA RE R Ee, ty Sect na iii ws) <a” Mace Bag eek Ae Wht ice ee Te ae Gly ae Pahoa so 
Asi Mso + + Asn Us 1 As : Asn 
Qni Qno ee Ann . Ari Ong ++ + eee + Ann 
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Veriinderung der Elemente einer Reihe. 


ist, wenn in 4 die Elemente der Reihe p dadurch entstanden sind, 


dass man in 4, die mit m multiplicirten Elemente der Reihe 


s zu den entsprechenden Elementen der Reihe p addirt hat. Wird 


4, nach Anleitung des vorhergehenden Satzes in 2 Determinanten 
zerlegt, indem man die Elemente der Reihe p wieder in ihre Theile 
M1 und M. Asi, Ae und Mm. a. u. S. W. auflöst, so gehen daraus 
2 Determinante hervor, von welchen die eine gleich 4, ist, die 


andere aber so heisst: 


Ay, Aig + + ee Ain 
As, Ass i eee ee | dig n 
‘ 
m. Ty m. A; + ene Ys a, n 
4, = 
Os 1 Mso BERRY or, [FAP 
Oni } Ana PT ae Ann 


Wird der gemeinsame Factor m ausgeschieden, so werden 2 Reihen 


gleich und dann ist 4, = 0. Daaber 4, = 4, + 4, ist, so folgt, 
dass 4, = 4, sein muss. 

Negative m verwandeln diese Addition thatsächlich in eine 
Subtraction, für m = + 1 werden die Elemente der einen Reihe 
unverändert mit denen der anderen Reihe vereinigt. Dass dieser 


Satz auch auf Colonnen anwendbar ist, bedarf keines besonderen 


Beweises. 

Für den Fall, dass die Elemente gewöhnliche Zahlen sind, 
kann mittelst dieser Sätze das Schema zu einer für die Ausrech- 
nung bequemeren Form transformirt werden, indem man die Reihen, 


‚beziehungsweise Colonnen, so mit einander verbindet, dass alle 


Elemente einer Reihe oder Colonne bis auf ein einziges in Null 
übergehen. Die ganze Determinante redueirt sich dann, wenn sie 
nach (39), beziehungsweise (40), dargestellt wird, auf das Produkt 
aus diesem einzigen Elemente mit der zugehörigen Unterdeter- 
minante. 


A, d, 

1. Beispiel: |6 10 3 1 Dal ace! Re Bat l 
ee ees via Wie” ean BER, 

Uli eee Soe” ARR a SEN RA een 1 

pene tab BET DS ie 


4,, welches = 4, ist, geht aus diesem hervor, indem man die dritte 
Colonne doppelt von der ersten, dann die zweite Reihe einfach 
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-Veränderung der Elemente einer Reihe. 


von der vierten abzieht und nochmals die zweite Reihe vierfach 


zur dritten addirt. Nun ist 


A, 
10 11 : 
4, = a, Ay, =(—1).— | 21-5 —10 | Sy, 
a A 


Nachdem in 4, die dritte Reihe zur zweiten addirt ist, wird in — 
dieser der gemeinsame Factor 2 ausgeschieden, dann die erste 


Reihe von der zweiten und endlich die dreifache dritte Reihe von 


der ersten abgezogen. So erhält man: 
10-13 


; = AA E 
4a Piece, AETR ay [= 9 Be 


A, = 26. 


Dies ist aber auch der Werth von 4,, und so sehen wir hier eine 


Determinante vom vierten Grade auf eine solche vom zweiten Grade 
reducirt, deren Ausrechnung einfach ist. 


2. Beispiel: Ai Ar 
OSES TASA 307407874 
E PS ee eee ae: 1 
DRUIDE iY Ra Weis Sac 
1 I - 4 3 16:2.37 9408 


Hier geht 4, hervor aus .4,, indem man die erste Colonne mit - 


12, die zweite mit —6, die vierte mit -~1 multiplieirt und die 
ganze Determinante wieder mit 12. (—6).(—1) = 72 dividirt. 


Wird weiter aus der ersten Reihe der Factor 2 ausgeschieden, 
dann die zweite Colonne dreifach von der ersten, die dritte fünf- 
fach von der zweiten und doppelt von der vierten abgezogen, so 


erhält man das nachfolgende: 


Is MN 
AT 
1) 6-69 OT RR 


36; —39 16 1 0 
POR a ay 


4, ist das Produkt aus a,, = 1 und der entsprechenden Unter- 
determinante. Nachdem nun in der ersten und dritten Colonne 


die Vorzeichen gewechselt sind, wobei das Vorzeichen der Deter- 


minante selbst unverändert bleibt, zieht man die erste Reihe von. 


der dritten ab und gelangt so zu der Form: 
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1 5 89 16 ee 
5913 0 i 
nd wieder ist 4, = — EK ler Werth von 4 


$. 12, Zerlegung einer Determinante. 


Zerlegung einer Determinante vom Grade n in 
eine Summe von Produkten, deren beide Factoren 
wieder Determinanten sind, und zwar vom Grade p 
und (n — p). 
' Damit sich die nachfolgenden Entwicklungen nicht allzu um- 
fangreich gestalten, führen wir dieselben nicht an einem allge- 
- meinen Schema, sondern nur an solchen von bestimmten Graden 
aus und beginnen mit einer Determinante vierten Grades: 

Ay My Qs. Ms 
oe by by bs bi (43) 

Gis hts 

Oy: dy da a, 


5 Zunächst geben wir 4 die folgende Gestalt: 


b b: |b, bb, te Di 
FS hy ly Cy Ly |-— Cad Cy Cy Gy | + Or GG 
d4-0,d; A; d di dy dy de 

by by bs 

GG Cy Cy 

ldi dads 


= Wird das gleiche Verfahren auf die zurückgebliebenen Deter- 
= minanten dritten Grades angewendet, so erhält man: 


ee P u.a: RR ae | 
= l 2 d, d, FE d, d, of M4 | d, da 
b; | Cs 2 b Cı C4 b Ci Cg | 
— a ld, d RS di da F di ds 
Ca C4 | 00h a 
i d, AE d, nite d, al 
Co Cg Cı Cs Cy Ce 
| a, A dig + d a 
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Die jetzt noch übrig gebliebenen Determinanten sind vom zweiten = 
Grade. Berücksichtigt man, dass eine jede in 2 Theilen als Factor 
auftritt, so lässt sich 4 auch in folgender Form anschreiben: 


de (en RE EN 5 
a 1 a he 0 ee 3 
kae gs Ci 
+ (a ba — a,b, dak + (az ba — as ba) T 
C, Cs | C ¢ 
— (dy by — Mg by) 1, 1, + (As by — a, bs) T “i 


. A r Be 
Bedenkt man endlich noch, dass auch die Klammerwerthe Deter- 
minanten zweiten Grades sind, so erscheint schliesslich 4 in fol- | 
gender Zusammensetzung: i 
: ays ee Bra ler a: 
I= ; == Re ER 
b b, ds dl, bı bs ds da E : = 
Ai On | SFE E T Eia ag As Cy C4 N i: 
+ . -4- . 1 (44) sj 
bı ba də ds ba bs d 4 
As aa Cy C3 = Cs un Cy Co Ei s 
Dy bi ; d, ds bs bs : di da | i Me = 


Zur einfacheren Darstellung empfiehlt sich hier die symbolische 
Bezeichnung der Determinanten durch ihr Diagonalglied, und zwar 
ist dann: 


toe (a, b,) aC d,) es (a, b,). (ês d,) “A (a, b,) - (6, ds) ; = 
+ (a, bs) (ci d,) — (aa bi) . (€, dg) + (a, bu). (cida). à: 


Die Determinante vierten Grades sehen wir so in eine Summe 
von Produkten zerlegt, deren Factoren ebenfalls Determinanten — E. 
sind, für welche die Schemata ohne Schwierigkeit aus dem gege- - : 
benen entnommen werden können. Die Elemente bezeichnen näm- — 
lich in (43) Rechtecke, die so liegen, dass das Schema des zweiten 
Factors übrig bleibt, wenn man diejenigen Reihen und Colonnen 
auslöscht, denen die Elemente des ersten Factors angehören. So 
zusammengehörige Determinanten werden correspondirende ge- — 
nannt. Wird durch Wechsel die Lage der Reihen oder Colonnen | 
geändert, so lässt sich die Formel (44) auch auf das transformirte ER 
Schema anwenden und so die vorgelegte Determinante in sehr ver- | 
schiedener Weise in eine Summe von Determinantenprodukten 
zerlegen. BR: 
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40 000 Zerlegung einer Determinante., 


gr Ye Nachdem an diesem Beispiele das Wesen der beabsichtigten 
Zerlegung klar gestellt ist, sollen an einem weiteren allgemein 
= gültige Regeln und Formeln entwickelt werden und mag dazu 
eine Determinante fünften Grades dienen. 


BEN 


Be 


00,0 
Fa Pe RR PORN 
TS. he RE (45) 

dsl Ge Gy ts 


i Ci Cy C3 


4 eC 6 


Von der Annahme ausgehend, dass die correspondirenden Deter- 

minanten vom zweiten und dritten Grade sein sollen, leiten wir 

- zuerst aus der Indicesform des Diagonalgliedes folgende weitere 
Formen ab: 


Pore es iy ee We 
13 245 35.184 

14 235 FIS 9r5 (46) 
er eee Be A) 

O31 45 45 123 


Wir finden hier jede Form in 2 Gruppen zerlegt und innerhalb 
_ jeder Gruppe die Indices in natürlicher Folge. Der ersten Form 
‚entspricht das Determinantenglied: a, bs . Cs dı e,, und daraus 
leiten wir weitere Glieder dadurch her, dass wir den ersten Theil 
a, b, festhalten und nur die Indices Her zweiten Gruppe durch 
_ fortgesetztes Vertauschen permutiren, wodurch entsteht: 


a b, [e, Ares — ode, + ¢,d,¢e,.— code, Fe die — 6 d, é, |. 


Wird diese Klammer nach Art der Multiplication aufgelöst, so 
gehen daraus diejenigen 6 Glieder hervor, welche mit a, bs an- 
fangen. Durch Tausch von 1 mit 2 entstehen hieraus 6 weitere 
Glieder, welche gewechselte Vorzeichen besitzen und sich auch so 
- zusammenfassen lassen: 


a 
Sat 


: 


my 


> a b, lc, d, 7: d; Ca m; C4 d, Cg — 7 d, C5 S Cs d, A 06% d, psh 
Der beiden Ausdrücken gemeinschaftliche Klammerfactor ist die 
Determinante (c, d,e), und da auch die beiden Theile a, bs und 
= Mb, oder (a,b, — a bi) als Determinante (a, ba) geschrieben 
werden können, so repräsentirt die Ha Form: 
(45D, i Ke ai, 

diejenigen 12 Glieder von /, in welchen die Indices der einen 
und der anderen Gruppe nur unter sich vertauscht sind, 


NA 


RS 
pain. 
Fe 
N 
> 
fe 
pi 
N 
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Ebenso entspricht jeder weiteren unter (46) zusammengestellten 


Indicesform ein bestimmtes Determinantenglied, aus dem in genau 


gleicher Weise weitere Glieder hergeleitet werden können. Nehmen 
wir an, ein solches habe die Form: 


a; by > Cm d, Cp 3 (47) 


so muss darauf Rücksicht genommen werden, dass ¿i <k und 
m<n<p ist. Um nun auch das Vorzeichen festzustellen, muss 
man beachten, wie dieses Glied aus dem Hauptgliede hervorgeht. 
Es wird nämlich zuerst © mit dem vorhergehenden Index @ — 1) 
vertauscht, dann mit (¢ — 2),  — 3) u.s. w., d. h, ¿ rückt durch 
Tausch von Stelle zu Stelle vor und gelangt nach (¢— 1) Indices- 
wechseln an die Stelle von 1. Selbstverständlich muss hierbei 
auch das Vorzeichen (¢— 1) mal gewechselt werden. Ebenso lassen 
wir Æ von Position zu Position durch Tausch vorrücken bis zur 
Stelle 2, wohin es nach (k — 2) Vertauschungen gelangen muss. 
Da diese Verschiebung (k — 2) Zeichenwechsel zur Folge hat, so 
sind deren im Ganzen @—1) + (k— 2) zu verzeichnen, welche 
durch den Faktor (— 1) 671+- ihren Ausdruck finden. 

Hiernach wird das Glied mityseinem Vorzeichen jetzt so heissen: 

ker um 
Hält man hierin den ersten Theil fest und wechselt fortgesetzt 
die Indices der zweiten Gruppe, so wandelt sich dieses einzige 
Glied in folgenden Ausdruck um: 
ya oo + ey dy en 
= 6 Mh Be ity Oats 03 0h, E 

Wird dieses Produkt ausmuitiplicirt, so stellt es 6 Glieder von 4 
vor mit abwechselnd positiven und’ negativen Vorzeichen, genau 
so, wie es der fortgesetzte Indiceswechsel erfordert. Da nun die 
Werthe in der Klammer die entwickelte Determinante (ec, d, €,) 


darstellen, so können diese 6 Glieder unter folgendem Symbole 
zusammengefasst werden: 


lt Her a, OF (Cd, e). 


Vertauscht man darin noch die Indices 1 und 2 und wechselt das 
Zeichen, so gehen daraus 6 weitere Glieder von hervor und 
zwar unter der Form: 


i-1 -k-i 
(— 1) neo ll b; (Cy, dy Ga) 
Beide Ausdrücke lassen sich vereinigen zu der Summe: 
CA PE — ay by] (0), 
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welche die noch einfachere Form annimmt: 
SE 1) ost ei (a; by) tC d, ep), (48) 


wenn man dem ersten Factor, der eine Determinante zweiten 

Grades ist, ebenfalls symbolische Form gibt. Hiernach können 

= die 120 Glieder der Determinante (45) zu folgenden 10 Produkten 
- gusammengezogen werden: 


4 = (—1)°*° (a, ba) (Cs da es) + (—1)°t! (a, ba) (Ca dy e,) 
+ (—1)°* (a, b,) (c, ds es) + (— 1)°* (a, b) (Ca d, e,) 
as i= 1) Ki (a, b,) (ci d, ee) + = 1) ve (a, b,) (e, d, e) 
= (—1)*** (a, Ole, h e) ETa be; a, ¢5) 
ehr = (a, Da) tC, dy ei) (== yee (a, Ds) (c, do 2). 
Zur Orientirung über die Bedeutung dieser Formen soll eine der- 
selben entwickelt werden: 
AAL OC AA = — [a, b, — A [e, d, e, 
— cid, Ca —c,d,e, + ¢,d,e, + ¢,d,e, — C, d, €] 
= — a,b, ¢, d, e, -+ a, b,c, d, &, + a, 0, ¢, ad; e, 
— a, b; Ca d, 63 — a; b,c, di €a + a, Os Ca do e, 
+ a,b, c,d, e, — a, b,c, d,e, — a,b, Co d, e, 
+ a, b,c, d,e, + a, b,¢,d, e, — a; 6, ¢, d, e, . 
Ist es unsere Absicht, die nämliche Determinante in solche 
Produkte zu verwandeln, deren erste Factoren Determinanten 


dritten Grades sind, so muss die anfängliche Zerlegung der Indices 
in folgender Weise bewerkstelligt werden: 


123 45 145 23 
1924: 3:8 FSA 155 

f EIS 34 235 14 (49) 
Lea 25 945 13 
135 24 Ra BD 


Greifen wir eine beliebige dieser Formen heraus, so mag das ent- 
sprechende Glied a; b, €m. d, e, heissen. Zu dessen Vervollstän- 
digung bleibt uns nur noch übrig, das Vorzeichen zu bestimmen. 
Hierbei muss fest im Auge behalten werden, dass innerhalb einer 
jeden der beiden Gruppen die Indices in natürlicher Folge stehen, 
also i<k<m und n< p ist. Nun mussten 7 nach und nach 
um (i— 1), k um (k—2) und m um (m—3) Stellen aufrücken, 
bis sie aus ihrer ursprünglichen Lage im Hauptgliede bis zu ihrer 
jetzigen Stelle gekommen waren, und da jeder Uebergang von 
einer Position zur nächstfolgenden einen Zeichenwechsel zur 
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Folge hat, so waren zur Ableitung dieses Gliedes im Ganzen 
i — 1 +- k — 2 + m— 3 Zeichenwechsel erforderlich, so dass das 


Vorzeichen ‘durch den Factor (—1)‘-*+*-?+™-* geregelt wird 
und das ganze Glied jetzt heisst: 


E F- z. 
= 1)' ir Sigs ° Q; b; Cm 8 d, Ch: 


Wir haben hier das ganze Glied als Produkt aus 2 Theilen dar- 
gestellt; werden im zweiten die Indices gewechselt, so muss auch 
das Vorzeichen sich ändern und wir erhalten das weitere Glied: 
ae PS ETT > Cae ey 
und fassen beide zu dem Ausdruck zusammen: 
ANETTE Code, GG, |; 


P 
dem wir die noch kürzere Form geben können: 


(= a e ET T b, Cc. (d, eY, 


worin der zweite Theil wieder eine Determinante zweiten Grades 


bedeutet. Wird diese unverändert fest gehalten und werden die 
Indices des ersten Theiles durch fortgesetztes Vertauschen per- 
mutirt, so erhält man: 
(—1)*- lee la; b; Cm — a; Din Ck + Am b; C 
— Ay, Dy C; ++ Oy Dm ti — ab; Cn) (dn ep) s 
ein Ausdruck, der wieder kiirzer geschrieben werden kann: 
(= EREET ATEN by, Cn) (d, eh (50) 


Wenden wir diese Formel auf die ganze unter (49) gegebene Zu- 
sammenstellung an, so setzt sich die Determinante fünften Grades 
aus folgenden Tneilen zusammen: 


Fe (— DTe (a, b, E) (d, e;) + (= rer (a, b, Gi) (d, C5) 
Hr (= Hents (a, b, 6,) (d, 6) = > PRIN (a, bs C4) (d, és) 
+ (= De (a, bs ¢,) (d, ey) T (— PrI (a, b, ,) (d, eg) 
+ (— IERE (a,b, c,) dee d + (— 1)'+*t? (a,b, c,) (d, e,) 
+ (—1)'**#? (a, by ¢,) (sd) + (— 1)?+?+? (a,b, c,) (d, e,). 
Wieder müssen wir uns darauf beschränken, nur eines dieser 
Produkte vollständig zu entwickeln, und wählen dazu: 
(— Der (a, bs c,) (d, e,) er ; 
la, b, Cs — Ay b, C3 TE b; Cy — Q; b, C; + as b, Cs — as bs A 
x< [d, e, — d, e] = 
Aaby Cyd, &, — Gy b, Cy dy e, —a, 0, Ce diler +.4,b, ¢, a, €; 
+ dy bs Ca d, C, — a, Os Ca dy €, — Gy Da Co d, e, + a, ba Cadie, 


+ dg bi Cs di €i — as b, Ca a, é — as bs Ca d, €, +, bs Ca da e. 
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Schliesslich soll noch veranschaulicht werden, wie die Schemata 


correspondirender Determinanten aus (dem INNEREN zu ent- 
nehmen sind: 


hs Hig 5 

by. Ges. + Oy 

Oy Oa oS ets 
di dy 
a eae 


Die Schemata von (a, bs cs) und (d, e,) treten hier deutlich 
genug hervor. Es kann nicht schwer fallen, diese Art der Zer- 
legung auf beliebige Determinanten zu übertragen. 


$. 13. Auflösung linearer Gleichungen. 


Anwendung der Determinanten zur Auflösung 
eines Systems von n linearen Gleichungen zwischen 
n Unbekannten. Die homogenenlinearen Gleichungen. 


Zur Entwicklung der hier massgebenden Formeln benutzen 
wir für den Anfang wieder ein System von 3 Gleichungen zwischen 
3 Unbekannten: 


Aii X F Aa yta,2=a 
0,2 T'a Yy Fa 4 = e (51) 
Ay 2+ Oey Y + 02 a E 
Ein so geordnetes System von Gleichungen bestimmt durch 
seine Coefficienten immer das Schema einer Determinante, welche 
hier heisst : 
Gi, Gro Ws 
j= | Go, Ayo ys | 
i Cs 1 Use Ass | 
Wird die erste Gleichung mit A,,, die zweite mit A,,, die dritte 
mit A,,, d. h. mit den Unterdeterminanten der ersten Colonne 


von 4 multiplicirt, so erhält man durch Addition derselben die 
folgende: ‘ 


(ay, ttt es Alyy 0,4) haia Aaa hy Ay T aAa) 
N Ay a Ay, T tes A,,)2=aA,, Se a un te ee 


Nach früheren Sätzen (§. 7 und §. 9) ist aber: 
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Oy, Ay Fa An ey A,,=4 
Qi, Ay, + a, Ay, + a, Az, = 0 
Oi Age i es As: + a, 45, =0, 
so dass die Coefficienten von y und z verschwinden und fiir die 


einzige zurückgebliebene Unbekannte x der folgende Werth aus 
der vereinfachten Gleichung hervorgeht: 


ir v BaP Ar A 
Wi ia + Oa An der 


(53) 


Wie wir sehen, unterscheidet sich der Zähler nur dadurch von 
dem Nenner, dass die Coefficienten a,,, @,,, d,, durch die Con- 
stanten @, 8, y vertreten sind. Da nun der Nenner die Deter- 
minante der Coefficienten ist, so muss auch der Zähler in Deter- 
minantenform geschrieben werden können, und zwar unterscheiden 
sich Nenner und Zähler nur durch die Elemente der ersten Co- 
lonne, weil die hierzu gehörigen Unterdeterminanten ihnen gemein- 
schaftlich angehören. So schreiben wir: 


N 


P zs As; 
hee ot A ie 
en 17 gitaa | Fe (54) 
Gy, Mia Mig A 


Go, Age Ay; 
A 


| Ws, Ms» lz | 


Um y zu finden, kann man ebenso die Gleichungen mit den Unter- 
determinanten der zweiten Colonne, nämlich mit A,,, A,,, Ass 
multipliciren und dann addiren. Hierbei verschwinden die Coeffi- 
cienten von x und 2, und man erhält: 


Asa + PAs +7 Ags 


y= 
GA + Ay; + Ags Ass 


Der Nenner ist wieder die Determinante der Coefficienten, der 
Zähler ist dem Nenner gleich bis auf die Elemente der zweiten 
Colonne, in welcher die Constanten «, 8, y erscheinen. Uebrigens 
kann der Werth für y aus dem für w auch dadurch abgeleitet 
werden, dass man die Coefficienten von y mit denen von x ver- 
tauscht. Man erhält so: 
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& Ay, As Qi @ ys 

Ê A, Ags Ası Ê Ags 
ER ee alg 
4 Aro Ay, Az Qir Ayo Ass. 4 

x Qoo Ay, Ags My, Mas. Ags 

Azo Ag, Ass Ag; Age Ass 


De letzte Quotient ist genau der oben gefundene Bruchwerth in 


: < anderer Gestalt. 


Auch z kann direkt aus den Gleichungen abgeleitet werden, 
indem man diese mit A,,, A,,, A,, multiplicirt und addirt, wo- 
bei x und y verschwinden. Einfacher entsteht aber z aus dem 
= Werth von y dadurch, dass man die Coefficienten beider Unbe- 
kannten vertauscht. Man findet: 


Qi & Ass Ay, Qis Q 
Gz, B Ags Azi Ass P 

eee G31 Y se TAN Ası As 7 eel) 
Ai, Ayg Ayes | | %1: Aig Ars 4 
Ag; Ags Age Gy, Age Mag 
Ag; Asg Age Ag; Ase As; 


Beispiel: - 32 +6y+5z=13 
9: —8y+ 2=17 
lta- 0.y + 82= 23 


aes a EB 5 
r 5-3 1 =—11; 4=|17—8 1!=--590; 
See a | IR: 
| SIEH | EIER 
4=- 9 17 1)=—354; 4,=| 9-8: 17] = 472. 
uy 23 8 | a om id 
4, d, Js, 
er Dy Ver RE T 


Nach diesen Beispielen wenden wir uns zur Entwicklung einer 


-Auflésungsformel von n Gleichungen zwischen » Unbekannten. 


AP Br Hd ei > 
Qai Br F As Xo + nots Tr Opin My = 


Fat Sie) tay ty or ha oak Ann Ln S Qn 


Zuerst wird wieder die Determinante der Coefficienten hergestellt : 
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(56) 


Ani Unos»... A RE Onn 


Soll nun der Werth von x, gefunden werden, so entnimmt 
man dem vorstehenden Schema die Unterdeterminanten der Co- 
lonne p, multiplicirt mit A,, die erste, mit A,, die zweite u. s. w. 
und endlich mit A,, 
System. Man erhält: 


(a, Aip + Os As BLUE + @,; Ay) 4 
+ (ais Aut Ao a Pe NT Ss pe Ay) a 


el oN an a Ug ee ee) On Mn ee es Be OE Ble eee Se 


= (dip Ain + An As, + ee + Anp a) Lp 
+ (sn Ar + Mzn A,, + Ch eee Qnn A, me En 
> (a, 4, + Oy Azp + ER ee NEE a ay Ausb 


Da nun die Coefficienten der einzelnen Unbekannten aus Produkten 
zusammengesetzt sind, die entstehen, wenn man in (56) die Ele- 
mente der einzelnen Colonnen mit den Unterdeterminanten multi- 
plicirt, die zur Colonne p gehören, so müssen sie alle verschwin- 
den bis auf den einzigen, in welchem die Elemente der Colonne p 
mit ihren eignen Unterdeterminanten multiplieirt sind. Es ist 
dies der Coefficient von «,, und man findet: 


Hr: ti By, ty Ay heey: OAS Dg gs i 

ieee lra Ary + 9%, As, + a ei a an 
Von dem Nenner wissen wir, dass er den Werth der Determinante 
aus den Coefficienten vorstellt. Der Zähler hat die Unterdeter- 
minanten A,,, A,,... A,, mit dem Nenner gemein und weicht 
von diesem nur dadurch ab, dass die Constanten &,, &, & ... 
«, an die Stelle von Qip, dz», Asp « + - @, getreten sind. Wir 
können desshalb der Lösung von æ, folgende Form geben: 


Aii Qiz. + e Qr, pis Oi Mi, ppi +. + + Min 
Qı dag: + + + Ag,p-ı Aa Ag, ppi > ++ + Aen 
x Ans Anos + + + An, p-1 an An, p+i ©» e e Ann 
ee M 
WE Oia EE T ht er A Oy 
Ba One. 2 S 59 Beg dr ea 


Ani in: e.. An, p-1 Un p An, ge FR FE, Onn 
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die letzte Gleichung und addirt das ganze 
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Der Werth einer Unbekannten eines nach Schema 
(55) geordneten Systems von Gleichungen ersten Gra- 
des ist gleich einem Quotienten, dessen Nenner die 
Determinante aus den Coefficienten des Systems ist, 
und dessen Zähler aus dem Nenner dadurch hervor- 
geht, dass man in dem Schema desselbenan die Stelie 
der Coefficienten, welche der gesuchten a Ap ph 
angehören, die Cons tanten @ setzt. 

Die homogenen linearen Gleichungen. Das System (55) wird 
homogen, wenn die Constanten « verschwinden, d. h. œ, = 0, 


m Oa aaa m wird. Man hat dann: 
bys ae hy Ty i u» F Qin Za = 0 
Ai e Olay BE FRE + As, L, = 0 
gt Op se es Wee so, aes + apn Za = 0 
lni Yı + One Va = re ore es + Ann En >= 0. 


Ein System von n homogenen Gleichungen zwischen eben so vielen 
Unbekannten zeigt gewisse Eigenthiimlichkeiten, die hier hervor- 
gehoben werden sollen. Es sei mı, Ms, Ms... . M, ein System 
von Werthen, welche die n homogenen Gleichungen befriedigen. 
Multipliciren wir diese Lösungen mit dem beliebig gewählten Faktor 
A, so entstehen neue Werthe Am,, Amy, Ams, .... AMa, die 
unzählig viele verschiedene Werthsysteme vorstellen, je nach der 
Wahl des Werthes 4. Es kann nun nachgewiesen werden, dass 
jedes dieser Werthsysteme das System von homogenen Gleichungen 
befriedigen muss, sobald vorausgesetzt werden darf, dass das erste 
System m, Dis. .:».. m, den Gleichungen Genüge leistet. Neh- 
men wir z. B. die beliebige Gleichung p heraus, so muss der Vor- 
aussetzung gemäss 
Mm + Apa My + App Ms + ow... : + dy, M, = O 
sein. Ist dies aber der Fall, so ist auch 
Api AMF im + Gps Amst... + Gy, Am, = 0. 

Wie diese eine, so werden unter der bekannten Voraussetzung auch 
alle übrigen Gleichungen durch das abgeleitete System befriedigt, 
was zu beweisen war. Wir müssen es mithin als eine Eigenthüm- 
lichkeit homogener Gleichungen ansehen, dass ein System von 2 


Gleichungen zwischen n Unbekannten nicht, wie es bei nicht ho- 
mogenen Gleichungen der Fall ist, durch nur ein einziges, sondern 
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durch unzählig viele Werthsysteme befriedigt werden kann, deren 
Jedes aus einem unter ihnen dadurch nach und nach hervorgeht; 
dass man dessen Werthe sämmlich mit einem gewissen Faktor 4 
multiplicirt. 

Diese Unbestimmtheit hinsichtlich der Lösungen eines homo- 
genen Systems wird dadurch wieder beseitigt, dass wir durch 
eine der Unbekannten alle übrigen dividiren. Ist nämlich: 


LH Amy, Beim; Beim). . +. oS AM, 
so ist: 
Bs Mı - LX M Ts Ms Xn—1 Mn—1 (59) 
— z= —! — = — See Faces ERN ER ee tae een te 
L Mn Ln Ws A m,’ Ln Mn , 


und wir erkennen daraus, dass das Verhältniss der Unbekannten 
zu einer von ihnen nicht mehr von 4 abhängt. 

Dieser Umstand veranlasst uns, das vorgelegte homogene 
System in ein nicht mehr homogenes umzuwandeln, indem wir 
alle Unbekannten und damit auch die Gleichungen mit einer von 
ihnen dividiren und diese Quotienten als die Unbekannten des 
nicht mehr homogenen Systems ansehen. Dividiren wir alle Glei- 
chungen durch x, und setzen wir dann: 


en ua ah Pre a = %,-1, (60) 
so werden wir erhalten: 
Ih Hy, a es. runs T On = O 
Og By = gg Be ee ee FO SH 8 (61) 
AT hrt: tra Fat. 


Hierbei darf jedoch die Thatsache nicht übersehen werden, dass 
dieses System nur (na—1) Unbekannten, mithin eine weniger als 
Gleichungen enthält. Weil nun diese Transformation auch in um- 
gekehrter Weise ausführbar ist, da man ja die z in Quotienten 
der a, wie oben, umsetzen und dann die Gleichungen mit x, mul- 
tiplieiren kann, so ist der nachfolgende Satz gerechtfertigt: Ein 
homogenes System von v linearen Gleichungen zwischen » Unbe- 
kannten kann immer in ein nicht homogenes System von n Glei- 
chungen zwischen nur (n—1) Unbekannten umgewandelt werden, 
und umgekehrt. Unter Berücksichtigung der Relationen (60) 
können beide Systeme einander vertreten, 

Der Umstand, dass das System (61) eine Unbekannte weniger 
als Gleichungen enthält, führt uns zu einer Untersuchung zurück, 


4 
www.rcin.org.pl 


pana ‘ he rs = 


Ar 


nee 


Auflösung linearer Gleichungen. 


mit der wir die Determinantenlehre eingeleitet haben. In 8. 4 
wurde nämlich an einzelnen Beispielen nachgewiesen, dass 3 Glei- 
chungen zwischen 2, oder 4 Gleichungen zwischen 3 Unbekannten 
nur dann durch das nämliche System von Lösungen befriedigt 
werden können, wenn die Determinante ihr Coefficienten ver- 
schwindet. Die Gleichungen (61) stellen uns wieder vor diese 
Aufgabe, nur in ailgemeiner Form, indem wir es hier mit (n—1) 
Unbekannten und » Gleichungen zu thun haben. Doch soll aber- 
mals von einem besonderen Falle ausgegangen werden: 


0,4 + Oi, +:0;,% + 04% = 0 
Qarlı F dao Ly F Ugg Ly + Ag, Hi = O 
Bay By Tt Ogg By +. Og, Be + gy hs = 0 (62) 
ticl + Ogg Me + -lis Ue Fra = 0, 


Setzen wir = =, =; = = Z3, so gehen diese Glei- 
4 4 I 


chungen über in: 


a4 Fi a FE Me + Oy, en + Oy = 0 
Ay, 4 + Ay, & + 5, % ta, = 0 
dg, 2 + Asa 22 + Ags 2s + az, = 0 (63) 
Oe & N E a aa E E 
Als Determinante des ganzen Systems haben wir zu setzen: 


Qi Ge Qis Ay, 


As Asa Ass M4 
A= (64) 
G3, Ase As Ay 


Asi Mn Qis Ay 


und aus den 3 ersten Gleichungen finden wir folgende Lösungen : 


~Q, Ga Qis Gig Qis Ay 
=M, Ma Ags — | da2 As, (A, 
aria) — Az, Asa Us, ae Bes Mig: Oia a FA 
Ai, Ma Ays Au Ay, 
Ay, Ass Ags 
Ası Ase Ay; 
Qi, ha Ais Qis Qis Ay, 
Ae, Ass Ags Gy, As; Ag, 
PRAN azı — Asg 72 Gg, Mss As ER A 
a A Ais Au 
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A,, Ayo U Ai, Qi A, 

My, Q22 ~az, — |e, Gee (As 

G3, A TI G3, Use Ay y: Oe 
Zg = — — - Å= KB OC -0 

vo Aa Brit 

Es ist also: 
%__ N 7 oe He __ Br A Be a der: 
ae eee | ` ster | 5 Fe Nowe | ; Oder: 
Ta aa % a4 OM 44 


Suite we eA Ae OA AS 
Werden nun die gefundenen Lisungen z in die vierte Gleichung 


substituirt, so gewinnt man die folgende Relation: 


A, As Ain Se 3 
y +4, E, Fa, x. Fa, = 0, oder: 


Gs, 


Gy A ey Ars + Ais Ai, gE A; Bu; =(, 


und da die linke Seite den Werth der Coefficientendeterminante 
(64) vorstellt, so wird die vierte Gleichung nur dann durch die 
aus den 3 ersten hervorgegangenen Lösungen befriedigt, wenn die 
Determinante der Coefficienten verschwindet. 

Dieser wichtige Satz soll auch allgemein bewiesen werden. 
Wir bedienen uns dazu des Systems (61), welches » Gleichungen 
zwischen (n—1) Unbekannten enthält, und dessen Coefficienten- 
determinante in (56) aufgestellt wurde. Werden die Gleichungen 


der Reihe nach mit A,,, Aas As,,.... A,, multiplicirt und 
dann addirt, so entsteht die Summe: 
(A An + Ma1 Ari + an Te oy - i $ + Ant A,.) ŝi 
+ (die A, n Tr oe Hon -+ a a N + Ane Ann) & 
+ (A; A, n + dos As, + Hat td Day 1d + Ans A,n) &s 
$A, nai A;, + Oly’, ayes + BETT Si +, Aun) Paka 
+ (Gy Ain T Aen A, , Fr ah SEALS mg + Ann A,n) Sur 0. 


Nun sind die sämmtlichen Coefficienten der Unbekannten nach 
§. 9 gleich Null, und daraus folgt, dass auch das constante Glied 
Ain Ain + dey Aon . ++ + a,. Az, Oder die Determinante der 
Coefficienten verschwinden muss. Hiernach kann ein nicht 
homogenes System von n linearen Gleichungen zwi- 
schen (a—1) Unbekannten und von der Form (61), oder 


ein homogenes System von n Gleichungen zwischen» 


4* 
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Unbekannten und von der Form (Pag. 48) nur dann 
durch das nämliche System von Werthen befriedigt 
werden, wenn im ersteren die Determinanten der 
Coefficienten und Constanten, im letzteren die De- 
terminante der Coefficienten verschwindet. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren und heisst dann so: 
Wenn eine Determinante vom n” Grade verschwindet, 
so kann aus ihren Elementen ein System von n nicht 
homogenen linearen Gleichungen zwischen (n—1) Un- 
bekannten, oder von n homogenen Gleichungen zwi- 
schen n Unbekannten aufgestellt werden, welchen 
das nämliche System von Lösungen genügt. Denkt man 
sich nämlich aus den (n—1) ersten Reihen der Determinante (56) 
(n—1) Gleichungen zwischen dem Unbekannten z,, 2 bis 2„-ı an- 
gesetzt, so findet man deren Lösungen unter der Form: 

Anı An Ay 


Par AE ien ; Ehag ee 


An Z 2, ER os A 4 


nn 


worin die Unterdeterminanten aus (56) stammen. Werden nun 
auch noch die Elemente der letzten Reihe zur Aufstellung einer 
weiteren Gleichung: 


Qni a + Ons eg + pe ee Ae A An, n-i An-1 + Ann = 0 


benutzt, so ist zu beweisen, dass die gefundenen Lösungen z auch 
diese Gleichung unter der Voraussetzung befriedigen, dass die 
Determinante (56) gleich Null ist. Zu dem Zweck substituiren 
wir die z in die letzte Gleichung und finden die Bedingung: 


7. Ae PER, 
ne. ee 


Diese Bedingung ist aber erfüllt, wenn 4 = 0 ist; denn in der 
That ist ja nach der Voraussetzung: 


d = A, Ant a Gag Re s ae i +, 4, == 0: 


Im Anschluss an diese Sätze kann die Auflösungsformel für 
ein nicht homogenes System von (n—1) Gleichungen zwischen eben 
so vielen Unbekannten in anderer Art, als dies oben geschah, ent- 
wickelt werden. Es möge das folgende System gegeben sein: 


EEE BER Ray OAT es EEE cr Ay, n-ı OE Ayn = 0 
Bag en Ae D ei TE Me = My ny %s-1"T.. don = 0 (64) 


WI ee a es ua Pi ee leh. eh sth yO gods) a an nen Torre he Cie ee 


An—ı,1 x, TE An—1, 2 Xe a BT, at (MRRP PEN = An -1,,R Peer 0, 


www.rcin.org.pl 


En Br iC SPMD Sey o4 oh nr RE a AN a ne FE ER 
RR ied IM TE ee bE AB OP Abed | 


Auflésung linearer Gleichungen. 


worin die Anzahl der Unbekannten und Gleichungen die nämliche 
ist. Wir fügen diesen (n—1) Gleichungen noch eine weitere 
zwischen den nämlichen Unbekannten, jedoch mit vor der Hand 
noch unbestimmten Coefficienten hinzu: 


ta + Ugg ty foe es: + on + Gan = 0. (65) 


und haben jetzt eine Gleichung mehr als Unbekannte. Sollen 
die Lösungen gs Systems (64) auch die Gleichung (65) erfüllen, 
so dürfen deren Coefficienten nicht mehr ganz beliebig, sondern 
sie müssen so gewählt sein, dass die Determinante der n Glei- 
chungen (64) und (65) verschwindet, oder dass 


OA AS a, SA eos So ss +, Av, = 0: (66) 


In dieser Gleichung sind die Unterdeterminanten aus den Con- 
stanten der Gleichungen (64) zusammengesetzt, also gegebene 
Grössen, während dagegen die Coefficienten a,ı, Go, = +. + Ayn 
noch unbestimmt angenommen wurden. Da sie aber nur der ein- 
zigen Bedingung (66) entsprechen müssen, so können sie, mit Aus- 
nahme eines einzigen, beliebig gewählt-werden. Wir dürfen mit- 
hin a,ı; %o» Ops ++ - + @,n.ı als willkürliche und nur a,, als 
abhängige Grössen ansehen. Wird die Bedingungsgleichung (66) 
durch A,,, dividirt und dann von (65) abgezogen, so entsteht: 


A Ai Au € 
An 1 ( Seth \ T Ane (n=) Fa Xs A. 


+ ( a, n—1 0 
on wet ee are ae . On,n- 1 nn eas "65 5 WER = A 
‘ 2. 
Da die Werthe anı, ds - - - - &„.MWillkürlich sind, so kann diese 


Gleichung nur dadurch erfüllt werden, dass alle zweiten Faktoren 


verschwinden, d. h., dass die x so gewählt werden, dass 
A Ans A 


—=0:.. De 
Au, io A 


ni n2 


A,, 


an 


Ri = 0; t — =Q; £ — 


nn nn 


Daraus ergeben sich für die Unbekannten folgende Werthe: 
A, 1 Aa Ana 2 PER? 


ey FE La = A,’ I = A,’ are UN oe (67) 
Die Unterdeterminanten, deren Quotienten diese Lösungen bilden, 
können sämmtlich aus den Gleichungen (64) berechnet werden, 
weil dieselben von den Coefficienten der Gleichung (65) nicht ab- 
hängen. Will man sich überzeugen, dass diese Lösungen mit 
denen unter (58) übereinstimmen, so muss man dort die Glei- 
chungen auf Null bringen und die œ zur letzten Colonne trans- 
formiren. 


nn 
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| Setzt man in den Gleichungen (64) an die Stelle von x; wie- 
der 2,;:2,, So geht das System in ein homogenes über, welches 
~= heisst: 


Hi Fit ar en + An @=0 
2 Aa Fa ei + Gon %=0 (68) 
EEE Pe el E USS tts nS aS Bie F An- ggo Zn = O. 


-~ Wie uns die Gleichungen (67) zeigen, verhalten sich die 2 wie 
-die Unterdeterminanten der letzten Reihe der Determinante nte” 
Grades, die entsteht, wenn man den (n— 1) Reihen der gegebenen 
Gleichungen noch eine weitere als n' Reihe zufügt. Dieselbe 


-heisst alsdamn: 


ro 


Qs, Ua Tess Ain 
Ao, Aso ee EEE Ma n 
An-1,1 An-ı1,2: ee] An-ı,n 
Ont Bp g i oF. Ps Ann 


A _ Werden die zur letzten Reihe gehörigen Unterdeterminanten durch 
Ani, Ana, - +... Ann bezeichnet, so ergeben sich die folgenden 
Verhältnisse: 

3 ES N ie u Se. Se tA! 

- Für die beiden Gleichungen: 

Ai’ + As Y¥ + as = 0; Ai + m Yy+as2—0, 

- erhalten wir die Determinante: 


Ay, Ayo Ais 


und die Verhältnisse: 

LY. = (Ai 2 as — Qz 2 A18) ? (— G11 Aes + dis M1) : (Qi1 Asa — Ais As). 
Beispiel. Sollen die 3 Gleichungen: «+ y+2—3=0; 
22+4y+82—13=0; 32+9y+ 272—34=0 
aufgelöst werden, so nehmen wir die vierte Gleichung @,, æ% 


F & Y +a 2+ e,=0 hinzu und setzen folgende Deter- 
minante an: 


3 14.13 
a 2 4-8 —13 
= 3.9 y —34 


Cai Bey Hyg Rus 
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Die entsprechenden Unterdeterminanten sind: A,, = 10; 
A,, = 18; A,, = 8; A, = 12, und daraus finden wir: 
ie, I, Ass Fas A. 2 
A 2 T re 


gg = 


a E EAE 


ARS 


Dy esi oes 


§. 14. Product zweier Determinanten. — 


DaF" Tae Y 


Das Product aus 2 Determinanten von gleichem | 
Grade, wenn dieselben in schematischer Form ge- 
geben sind, wieder durch eine solche auszudrücken. 

Bei der Ableitung der hier in Betracht kommenden Formeln 
gehen wir in umgekehrter Weise zu Werke, als die gestellte Auf- 
gabe es verlangt, indem wir eine nach bestimmten Regeln zu- 
sammengesetzte Determinante als ein Product ansehen und in ~ 
Factoren zerlegen. Zur Herstellung einer solchen dienen uns | 
wieder die beiden Gleichungen: is 

mart Ay =m (69) as 

bæ +by =n 3 
die wir zunächst in der Weise transformiren, dass wir setzen: > 

L= OF + an (70) 

y = fE F pan 
wodurch wir erhalten: 


(a, œ + ay fı) E + (ai @, + dapo) n =m 
(brar + ba Pi) E + (b a, + ba Bo) WER 


Dass die Lösungen von (71) durch Vermittlung von (70) solche 
Werthe für # und y bestimmen, welche auch (69) befriedigen, 
kommt hier nicht in Betracht; dagegen unterziehen wir die Deter- 
minanten aus den Coefficienten dieser 3 Systeme einer weiteren 
Untersuchung. Sie heissen: 


(71) 


dı Ag a, Qa 
A= Ee a ; 

b, bs fy Pa 

1 2 1 2 


(aa + 9 p1) (a, Qa + Os pa) 
(b a, + ba pa) (b, at, + ba pa) 


Nach den Formeln in §. 10 zerfällt © zuerst in die folgenden 
2 Theile: 


C= 
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1 1 2 


f | &ı (a, æa + aa Pa) 
a E ale (b, ai +F by Bs) |’ 
2 1 2 
P SERRAS ĝi (a, Ot, + Ms Pe) 
a Sos be bı (b + by fa) 


Durch Zerlegung der zweiten Colonne zerfällt jede dieser beiden 
Determinanten wieder in zwei, und zwar 4, a+» in A, + 41,,, 
und 4 a49 in 4,, + J,,, wenn ist: 


1 1 1 2 


E E if Mk r ty i | ff OO Me P: | 
+ A Ala ym rt bai be By |” 
2 l 2 2 
| 4 fi Gy Gs, | r 2 i da Pe | 
En, bs ĝi bi æy |? = be fen be fs 
Weiter ist nun: 

ae 6 4 a ras Mas | 
by DB, N en Dy By |” 
4, p= — Q pi A a el Bi Pe i x = 0. 


Da C gleich der Summe dieser 4 Determinanten ist, so diirfen 
wir setzen: 


A, As A, Qo dı As 
sealer es sso ee RAT kh 
oder C = A >< B. Geben wir dieser Relation die geeignete Form, 


so heisst sie: 


3 


ay b, ay [423 


By Pa 


Werden in dem System: 


(a, a, + Ae ĝi) (a, Qs + Ay ba) 
(b, ar ba ĝi) (bı @a + b, fa) 


me A * (72) 


A, i + Az Xp + Ay He = m 
u + ba % +, = n (73) 
am F Cy La tom = p ) 
ähnliche Substitutionen vollzogen, indem man setzt: 
Ly = Qı 2, + Oy + Oy 2s 
= fia + pala + Bs &% (74) 
v= 1% a Ya Za + Ys 2s, 


$ 
| 
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so erhalt man folgende neue Gleichungen: 


(a, a, + az Py Fas 71) 21 + (Gi œa + as Ba + Gs 72) % ae 
+ (a; @ + as Bs + As Ys) 23 = m. i 
(by ery + ba a F ba 71) #1 + (bi ota + ba ba + ds 72) 2 4 
+ (D, T dy Bs + bs 75) 25 = n. (75) 


(Cy &ı + epi ies 41) Sut (Gy Oe + Co Bs + Cs Ya) & 
az G a, + & Bs t+% ke) &, = P. 


` Folgende 3 Determinanten entsprechen diesen Systemen: 


di % Gy i SE 
A=|% bh b|; Beh A fal: 
i ite Ce ae fan A: 
1 2 3 1 2 3 PER 3 


(a ety + dah: + 571), (ds, + Maba + as ya), (res -F ae Bs + aos)! 
C (6, &ı F b pi + bs Yi) (b + ba Be + Ds Ya); (bæ + dy Ps + b; y3) J- 
(cı Qi + C2 bi F an): (ci a + Caba F Cs 72) (C as + C2 Ps + Dy Ys) | 
Die Colonnen von C sind dreitheilig. Wird zunächst nur die erste 
Colonne in ihre Theile zerlegt, indem man die beiden anderen 


unverändert beibehält, so zerfällt C in 3 Theile, die symbolisch 
so bezeichnet werden können: 


C= I, (142-48), (14-248) + I, 4243), (4424 3) + A, (1-42-48), (1-2-4 3) ° 


Zur Erläuterung lassen wir das Schema eines von diesen Symbolen 


folgen: 
1 1 2 3 1 2 3 


Ay Oy, (a; Gy + As fet As re) (a &,r 283+ as Ya) 
Ay (142-48), (1-42-48) = [bi æn (bæt dy Pat bs 72), (b1 as tb Ba + bs 7s) . 

Cy Q1, (ci Qat Caha 6, Ya) (c aF i Ba FCs Ya) 
Diese und die beiden anderen Determinanten zerfallen durch Zer- 


legung nach den Theilen der zweiten Colonne wieder in je 3 Deter- 
minanten, die wir so bezeichnen müssen: 
4, (1-+2-+43), 1+2+3) = di, 1, (14-248) oe Ai, 2, (1+2-+3) FN Fis, 14-243) 
dz, (14243), (+243) = I, 1, (1+2-+3) + da, 2, (1+2+3) + Ay i (14-248) 
I; (14-243), (14243) = da ESES Te As 2, (14243) i I; 3, +243)" 


Jede dieser 9 Determinanten ist zusammengesetzt aus einem Theil 
der ersten, einem Theil der zweiten und der ganzen dritten Co- 
lonne, wie beispielsweise die folgende: 
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As 


„1, (14243) = 


3 


it 
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1 a Se Le, 


A; Yis Aı Bo, (a, a, + a, Ba + as Ya) 


b, Yis b, Ae, (b, as =f b, Bs + b, Ys) 


Cs Yis Ci Œa, Cae A. Bs FD 7s) 
Wird nach denselben Principien abermals in jeder von diesen 9 
Determinanten die dritte Colonne zerlegt , so zerfällt jede wieder 
in 3, die ganze Determinante C mithin i 
minanten, die wir hier folgen lassen: 


1n 


27 einfache Deter- 


I,1,a+243, = 4u + Nie + 413 
Ao ap) = Aii + Aiz + Aos 
dis, (14-243) = Aisi + di2 + Aisa 
4o,1,14243) = 421 -+ FSaie + -has 
Ayo 4243) = «4221 + Azza + Ares 
= Az 3 4243) = S231 + S232 + Fass 
= dz 1,04243) = 4311 + A12 + 4313 
Az 2 (14-243) = 4321 + 4322 + 4323 
43314243) = 4331 + 4332 + 4333 


Es kann keine Schwierigkeiten bieten, die Schemata, welche diesen 
Symbolen entsprechen, aus dem Schema von C zu entnehmen, in- 
dem die 3 Indices diejenigen Theile der 3 Colonnen genau be- 


‘zeichnen, welche in jedem Aufnahme finden sollen. So ist z. B.: 
1 J 1 - 1 2 1 
A, Oi Wh, Mi Gy | 4,0, ds Pfr 0, 
di = |b, ba, bia i am = ha by Bs de; 
Cy &ı Cy Ay Ci as, | Cy Oy Co Pa Ci Gs | 
1 2 3 2 1 3 
a0 Aspa AR, | nf u Azfa 
14, Az Po 3 Q3 2P1 Gy a 3 s 
dirs = | bia, bapa ba; Ferg =| bapi Die bays 
ah (Cy Bs GO, Cp fr Ci Oe. Ca Ts 
u. S. W 


Jedes Element dieser Determinanten ist das Product aus 2 
anderen Elementen, von denen das eine aus A, das andere aus B 
stammt. Ebenso übersieht man sofort, dass in den einzelnen Co- 
lonnen die œ, 8, y als gemeinschaftliche Factoren auftreten und 
ausgeschieden werden können. Geschieht dies, so verschwinden 
alle, in deren Symbol 2 oder gar 3 gleiche Indices vorkommen, 
weil dann nach Abscheidung der gemeinsamen Factoren 2 oder 3 
Colonnen gleich werden müssen. So ist z. B.: 
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Ay, Az Me A; Qs Ws TRD 
disi a, By Bs bi by by |= 0; A, = Yı Y2 Ys db, db, 6, iA Be 
Cı Cy Co C, Cs 6 am 


Hiernach bleiben nur diejenigen 6 Determinanten zurück, deren 
Indices alle verschieden sind, und welche heissen: 


0,0, GP, As Fo | a, 4, A, 


= a, 9; Ara 


Boe OG Of u 0% Be: OF Oy 
la% Ce MEAE He Op Oy Os 5 
0%, 4,7, 8s a, A, As or 
Sig, =|b, a, biya b, pe =M aih |b, b, bi = — aß tr. A 
E 0s Py OE By Sc Oy } S 
Ebenso finden wir weiter: 4,,,== — @, 9,4; In =Q f YA; 
diis = Qa bs Yi A; 4555 =— Qs fa Y: A. 


Diese 6 Determinanten sind das Resultat der Zerlegung von 
C, und deswegen muss ihre Summe wieder gleich C sein. 


C=[e,ß, Ve ATi a C pa aa y g a, By Ys— % fayı]: 
oder, weil die Klammer die Entwickelung von B vorstellt, 
C= A.B. Damit man aber leicht übersehen könne, wie sich 
das Schema des Productes aus seinen Factoren ableiten lässt, 
stellen wir das Ganze nochmals zusammen. 
| he Dye = ® ag: ay a 

Got Ge Re 
Pe ae Ae Fe ae 
(a, @, + 4,8, +4571), (ti & + a; By +4,7,), (a, @s + a, By + ay 7s) 
(b,a@, +b, B, +6, van (ar + bs Bs + hig 4) 9: erh Y) \~ 
(c; a ly fy + Cy Yılı Ke; tage Cy Pit CF) (Opes Ce pa T Caf’) 

Zweite Ableitungsart der Multiplicationsformel. Aus dem 


System (74) erhalten wir für irgend eine der Unbekannten z die 
Lösungen nach (58) und finden z. B. für z, den folgenden Werth: 


(76) 


ee | a, hy 08, i 
a = |X, Bs Bel | By Bo Bs mE 7 
i Za Ya Ts | | 1a. te Js 


wenn unter d die Determinante (œ, f: ys) zu verstehen ist. Zur 
Entwickelung von 42, bedarf es der Werthe 2,, a, £s, welche 
wieder aus dem System (73) zu erhalten sind. Wir wollen 


> san dere AER- E ERA EAN 
C T ES, 
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setzen, und erhalten dann für 42, den folgenden Ausdruck: 


| Aa | ; 
= Co 0 AX, A Os 
ANg 1 A 
AR I Pa Ps — 77 |4%: Pa Ps eae i 
Ats l 
| 4 Ys Ye AX, Y Ys 
wenn unter 4 die Determinante (a, be cs) verstanden wird. Für 
2, selbst gestaltet sich jetzt der Werth wie folgt: 2, = 


Werden nun aus (74) die Werthe der x in (73) substituirt, so 
geht das letzte System über in das System (75), aus welchem 
der Werth für 2, direct abgeleitet werden kann. Bezeichnen wir 
die Coefficienten-Determinante dieses Systems durch D, so ist 
dieselbe der Nenner der Lösung für z,. Dieser Nenner ist aber 
auch schon unter der Form 4.d gefunden, und wir ziehen daraus 
den Schluss, dass 4.d = D sei. Werden endlich für D, 4 und d 
die betreffenden Determinanten gesetzt, so geht daraus die Formel 
(76) hervor. 

Dritte Ableitungsweise der Multiplicationsformel. 

Es ist nicht schwer, nach dem Muster (76) das Schema des 
Productes auch dann noch zusammenzustellen, wenn die Factoren 
hoher als vom dritten Grade sind; dagegen nimmt die Anzahl 
der Determinanten, in welche das Product des Beweises wegen 
zerlegt werden muss, mit wachsendem Grade unverhältnissmässig 
zu, und damit auch die Schwierigkeit der Ausführung. Daher 
sehen wir uns nach einer anderen Methode zur Erweiterung der 
obigen Formel um, die zugleich noch den Vorzug hat, dass das 
Produet direct aus den Factoren gebildet, und nicht, wie bisher, 
fertig angenommen und in Factoren zerlegt wird. Zu dem Ende 
untersuchen wir einmal den Werth des folgenden Schemas: 


A = gr (77) 


Wird dasselbe nach den Regeln von §. 12 und speciell nach 


- Formel (44) ne so erhält man: 


Sn | A, A, Oy ĝi es | Ay 0| | 0 Pil or 0 ay 
| bi b, | Q Pa | | bi 0 | 1 Pa i no —] 0) 
as | da 0 | Br fı | ZA d O f E —1 ay als I——1 
| b, 0 | 0 Ba | ba (0) 0 Qs LF 0 —1 
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und findet endlich: 

A, As | Oty pi 
Di Os & Pr 
weil die übrigen Theile sämmtlich verschwinden. Um nun noch 
einen anderen Werth für 4 zu finden, transformiren wir (77) in 
folgender Weise: Wir addiren zuerst die a, fache dritte und 
a, fache vierte Reihe zur ersten, und wenn dies geschehen ist, die 
b, fache dritte und b, fache vierte Reihe zur zweiten und erhalten: 


0 O (qa, + dea), (a1 8: + Ge Be) 

0 O (0 a: + By Bs), (iB: + be Bs) 
—l 0 a, fi t 

vel Qs Bs | 


— . 


’ 


N 
| 


Auch diese Determinante ist gleich einem einzigen Product aus 
2 correspondirenden, weil alle übrigen verschwinden, und zwar ist : 


ES | (a, @, + 9%), (G18: + de Bo) | —l 0 

l (bı @ + b fa), (b Pı + b Pa) Qi] 

Da aber der zweite Factor gleich 1 ist, so muss 4 gleich dem 

ersten Factor sein, so dass wir durch Vergleich der beiden Werthe 
von 4 erhalten: 


f a b, | a bı | ae (a, Oy -+ (ig wN (a, Bi + dia be) 


| & Po (b a, + b 0%) , (b Bi + be Pa) | 


Abgesehen von der Umsetzung der Reihen in Colonnen, stimmt 
diese Formel mit (72) überein. 

Ebenso reihen wir zwei Determinanten dritten Grades, die 
mit einander multiplieirt werden sollen, in ein einziges Schema 
so ein, dass sie die Lage von 2 correspondirenden Determinanten 
erhalten: 


de 


A ies ed. ee E 

bi by bs 0 0 0 

A bno ty eo? 1 I BE 

PEES 78 
—1 0 0 Pie 9.9 (78) 

0 —1 0 Aa Bs V2 


0 0 —| Qs Bs Y3 


Abermals zerlegen wir dieses Schema nach den Regeln des §. 12 
in Producte aus correspondirenden Determinanten vom dritten 
Grade und finden, dass alle, ein einziges ausgenommen, ver- 
schwinden. Es ist daher: 
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Qi Qz s| | fn 
4 =| b b: bs |. as Pa 72l. 
Cı Co Cs as Bs Ys 


Nun addirt man in (78) zuerst die a, fache vierte, die a, fache 
fünfte und a, fache sechste Reihe zur ersten, dann die b, fache 
vierte, die b, fache fünfte und b, fache sechste zur zweiten und 
endlich die c, fache vierte, die c, fache fünfte und c, fache sechste 
= zur dritten Reihe, wodurch man erhält: 


4 S 


| 0 0 0 (matam, +as&s), (aßı F aafo + As8s), (a171 + a7: 4-ds7s) 
=| 0 0 O (ba, + Dyes -+ bus), (0181 + bpa +083), (dıyı + baye + b373). 
0 0 0 (ea, + Citt; + 6035), (C181 + Cape + Caps), (C171 + C2 Y2 F 673) 
a E et, a, yı 
0—1. 0 ta Bs Ys 
er as Bs 1s 


Wird diese Determinante, welche vom sechsten Grad ist und als 
solche allgemein durch das Symbol (a, b, c, d, e, f,) dargestellt 
werden muss, nach §. 12 in Producte aus correspondirenden De- 
terminanten dritten Grades zerlegt, so ist das Product: 


; (— atk a ea (a; b; Ce) (d, Co fs) = — (ay bs Ce) (d, 2: Fs) 


-. das einzige, welches nicht verschwindet, so dass die ganze Deter- 
; minante 4 gleich diesem Producte ist. Da aber weiter: 


—l1 0:20 
zy (d, C2 1) = 0 —| 0 == $ 
| 0 0 —1 
ist, so wird 4 = —- (as bs Ce) . (— 1) = (as bs o). 


Der Vergleich der beiden Werthe von 4 fiibrt zu der Formel: 


Ad, bicai 0, Bs Fı 
Ke h Oy Oy n A Beet E (79) 
A; bs Cy @ Ps Ya 


| (Ay 1 + Az & + Hy æg), (a, ßı + aapa Fasha), (A171 + 272 + Gs 7s) 

: (bi æ, + ds @a + bs œs), (bi bı + ba 82 + bs By), (biyi + baya + bs 7s) |. 

$ (a + Ca æa + Cy €s); (af + Caba + Caba), (afıt Caya + 695) 
Der Vollständigkeit wegen geben wir- eine ganz allgemeine - 


Entwickelung dieser Multiplicationsformeln und wählen dazu das 
Schema: 
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rk Oe UL DO Sa Bis olga ae eee 


Chee BO Ri ON ae Es eae nae Se T 
IT ee oe 
BO Se | Ons Oo, MOS. Be a 


Diese Determinante ist vom Grade 2n und zusammengesetzt 

aus 4 Theilen, von denen jeder für sich eine Determinante 2 
Grades vorstellt, indem der erste Quadrant die Determinante 
(ii Geo Ags » - - + Qan), der zweite nur Nulle, der dritte nur Nulle 
und —1, und der vierte die Determinante (@,, 5 Œs- -+ Gan) 
enthält. Die Reihen sind durch die Nummern 1 bis 2” bezeichnet, 
das allgemeine Schema wird durch das Symbol: 

a ee ee a) 
dargestellt. Wird 4 nach §. 12 in Produkte aus correspondirenden 
Determinanten n‘ Grades zerlegt, so ist das Produkt: 

(Bi 8 ss In) (hapi Un 49 ie 
das einzige, welches nicht verschwindet, und wir können 4 diesem 
Produkte gleich setzen. Demnach ist: 


Qir Ug Ars e. e Mn Oir Oia Big ++.» Ain 

Ay; Ugg Agg + + +» Aon Oo, Hq Hyg +- o + Aen 
1 = . 

a Sr Re 

Ani Ane Ans»... Gan Kuna Angin «s+ Une 


Wir multipliciren jetzt: 
Reihe (n + 1) mit a,, 
” (n + IAR Y 


” 2 n ” Ayn 
und addiren alle zur Reihe 1. Weiter multiplieiren wir: 
Reihe (n + 1) mit a,, 
” (n + 2) ” As 
” Mm: 35 Ags 


” 2 n ” Mon 
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a l Reihe (n +1) mit a,, 
as » Ce ae) Me S 
” (n a 3) » Ass 


» 2 n ” Asn 


S und addiren sie alle zur Reihe 3. Dieses Verfahren wird fortge- 


setzt, bis endlich 
à Reihe (w+ 1) mit a,, 


” (n + 2) ” Ay 2 


” (n + 3) » Aus 


” 2 n » A, n 


multiplieirt und zur Reihe n addirt worden ist. 


Transformation gewinnt 7 folgende Gestalt: 


Durch diese 


| bE | IE ASis 12. 20.0 Une a A Cri 
Oe EU GD Er ae Mate Ode AN 8 geet Cr 
BI | a, SF eR es ee oe Cn Cin 
ee 0 0 0 6 Br Cni En2 Cng Cnn 
a i scot, aT ar iy 
en berg Gk EE E AR TRY See la ah * Os 
1 2 Pe Ce share Br a oa ao «hes 
0 0 0 “see ® Fee 1 Cni Cno Enz - wo + Gan 
worin die ce nach folgenden Formeln gebildet ae müssen: 
Cii = Gy, Gy, F Ara Coa SF jg tay i oe Oh pg ns 
Cig = Ay, Bie + Ay, oo Pr Din Kee Ir tn 
Cis = Ay, Cig PR ss FO i5 Bae RE, u ek 
te Cin == Ay, En Fi Con 7 Ay, bsp Fr = dy, & an 
ee und 
3 y Coy = Ag, Qi, + Ose Og, F Oas Osi F V Ons 
3 Cog = Ag, Bye aft, as + Qas O52 + F diy na 
x Cos ys is Th ay Mos + a0 + ta 
2 Con Gs Qin + oy = a ss Asn Se ER = Mon Qan 
a . und 
er Cyy ys Oy, Fa Os, Fa Ft 
h Cin == Ay, Aas + Ogg eaa + a + - - - + Asn Ono 
k ea Bar Cah: e O55 aR E AA 


N Par war aT BA we 


u. S, W. 
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Wird zunächst von dem Vorzeichen abgesehen, so ist 4 gleic 
dem einzigen Product aus der Determinante (¢11 (33 Css - «++ Cnn) 
und ihrer correspondirenden, in welch letzteren alle Elemente 
der Hauptdiagonale —1, alle übrigen Elemente aber Null heissen. 
Der Werth dieser correspondirenden ist deshalb gleich (—1)". 
Zur Bestimmung des Vorzeichens ist es nothwendig, sich zu er- — 
innern, dass im allgemeinen Schema dieses Product die a, 7 
Gestalt haben würde: a 


(oe 5) Ort Ree ae (a, n41 Dura.» Jan) (dita... wa 


= 
Wir erkennen hieraus, dass das Vorzeichen durch den F site 


oe 
(—1)"" oder (--1)” bestimmt wird. Bringen wir diesen Zeichen- 
factor in Verbindung mit dem Werthe (—1)", wie wir ihn fiir die z 
eine Determinante bereits gefunden haben, so wird (c11 C22 Css- - Cn Ji a 
im Ganzen mit dem Factor (—1)" . Cir = = ] zu vereinigen sein, 
so dass wir erhalten: 4 = (6: Coo (ss - : - Can): Werden endlich 


die beiden Werthe von 4 einander gleich gesetzt, so entsteht: 


TENS PEELE. ese LE OE ae aaa OO Ye Cy Cis an een 
Ge; Ass An Qo, Bos Gon Co1 Coo Ca n (80) 
An Qn» MER CE Ann Ont One Fr eg Onn Cn1 Cno Cnn 


worin die ce nach den obigen Formeln aus den a und « zusammen- 
gesetzt werden müssen. X ; - 


Beispiel. j 
3.62|° 5:9 (12+14+4-15), (15-+12+5), (27+12+40) 
274.766 = ER (30-4241), (54-4248) 
EES] 1318 (8 +28-+15), (10-424+5), 18424440) 

4,== 87; J, = — 121; % = — 10527, = 


Unvollständige Determinanten. Unterdrückt mamin 
dem Schema einer Determinante die letzte Elementenreihe, so 
bleibt ein anderes Schema zurück, welches als eine unvollständige 
Determinante angesehen werden kann. So sind z. B.: Ps 


co Ps fs | 
|| Œz Bs Ya | 2 
zwei unvollständige Determinanten dritten Grades, aus welchen 
durch Zusatz der ‚fehlenden dritten Reihen vollständige Deter- 
minanten hervorgehen. Den Elementen dieser hinzugedachten 
Reihen entsprechen in d und e bestimmte Unterdeterminanten, 
welche wir hier folgen lassen: 


a 
= 
3 
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le bi 
RT ai 


AR 
bo Co 


a, bı 
a, dy 


a, G| 
Ay Co 


a, Yı 


Os Ya 


1 Yı 
"| Bs Y2 


: Durch Verbindung der beiden Schemata nach Art zweier Factoren 


zu einem Producte entsteht zunächst nur ein Symbol, unter dem 
wir aber die Summe der 3 Producte verstehen wollen, die man 
erhält, wenn man jede Unterdeterminante von d mit der ent- 


= sprechenden von e multiplicirt. Hiernach ist: 


s=||% by G | : | @ Pr v | 

la be Ce | | Qe Pa Ye | 
ER, b, a, Py Qi Gy | | æi Yı bi G Bs 71 
a Ay dg Qs po (lo Ca | ae Ya by Cy Bs Ya 


= (a, bz) . (a pa) + (0.6) - (a, Ya) + (b, 0): ; (A Ya). 


In der Absicht, noch einen zweiten Ausdruck zu gewinnen, welcher 


mit S gleichen Werth hat, untersuchen wir die folgende Deter- 
minante fünften Grades: 


G6 lite seh. Boer) 

bn b 0-1 O 

I=—| ¢ oy ee Os HT, 4 

De EN NA 

0 0 &g Pa Ya 

indem wir dieselbe nach den in $. 12 aufgestellten Formeln in 
10 Producte aus correspondirenden Determinanten des zweiten 


und dritten Grades zerlegen. Da aber 5 derselben verschwinden, 
so lassen wir nur die übrigen hier folgen: 


aaj on! aol} o le 0 —1 
1 2| T. wh | , 0 7 1 0 
= lla; bal “i fi 71 bi 0 Pi nr bi —1) ea 
Cg g A 0 Pa Ye 0 Os 72 
+, | bht n A Me Bes 
j o Pa Ya 1 0% y | 


-Die dreigliederigen Determinanten, welche hier als Factoren auf- 
treten, werden abermals in Producte aus den Elementen ihrer 


ersten Reihen und entsprechenden Unterdeterminanten zerlegt, 
und da hierbei jedesmal.2 dieser Producte verschwinden, so er- 
scheint schliesslich 4 unter folgender Form: 


ae hr 


la; Gs 
by be 


Oy Yı 
Qs Ya 


l, 


—(b, Cy — bo 6): — (di Cy — a6): 
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= Da nun auch die Klammerwerthe Determinanten sind, so ist end- 
lich gestattet zu setzen: 


d = (a ba) . (a, ba) + (Gy Cy) . (at, Ya) + (b; 6). (Bi Ya): 
woraus dann durch Vergleich mit S folgt, dass S = 4 ist. 

Um den Werth für 4 in noch anderer Form zu gewinnen, 
multipliciren wir in seinem Schema die dritte Colonne mit a,, die 
vierte mit b, und die fünfte mit c, und addiren diese Producte 
zur ersten Colonne. Hierauf werden die dritte Colonne mit a, 
die vierte mit b, die fünfte mit c, multiplieirt und die Producte 
zur zweiten addirt. So erhält man: 


0 0 = ASON 
0 0 QS 8 
d=— 0 0 0:0: ih 


(a, a, + b Pı 40 Yı)ı (a œ + bz By Gg 1); a Sperry 
(a, & + bi Br +6 Ya), (a a, + dy Ba + Ce Ye): Q Pa Ye 


Nach den Formeln des §. 12 zerfällt 4 wiederum in 10 Producte 
aus correspondirenden Determinanten des dritten und zweiten 
Grades, von denen jedoch nur ein einziges nicht verschwindet. 
Somit erscheint 4 unter der neuen Form: 
4, da 
—1 0 0 ! 
| (a, a+b Brita Yı), (ay æ + dy bı + Cy 71) 
da=— 0 —| ‘i ea , 
0 Tees | (ai & + b, ße + Cy Ya) (az Cy + bo Pa + Cy Ya) 


und da 4, = — 1 ist, so ist auch 4 = 4,. Durch Vergleich der 
beiden Werthe von 4 finden wir schliesslich S = 4,. Das Schema 
4, wird aus den beiden Factoren des Symboles S nach dem näm- 
lichen Verfahren gebildet, nach welchem bei vollstiindigen Deter- 
‘minanten das Schema eines Productes aus denen der beiden 
Factoren gewonnen wird. Zum Schluss soll das Ganze zu einer 
Formel zusammengestellt werden: 


a bi || es Pi Mil (Gy Oy + bi Br + 671), (da ar + de Br + C2 71) 
As Dy Cy i Oy Bo yall Ma, at, + bı fe +a Ja) (ta at, + be Pa +6 Ya) 
ja b| |æ Pil, jaı | le. yıl. Ir cl BEY] 
= Ay bs Jæ fe Ay Ai 03 Yal ba Col Pa Yal 


Sobald das Schema 4, d. h. die in der vorstehenden Formel 
enthaltene Determinante, als gegeben angesehen werden darf, 
kann die Richtigkeit der Formel auch dadurch nachgewiesen wer- 


den, dass man nach §. 10 das Schema in derselben Weise den 
pE 
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- Die adjungirten Determinanten. 


Theilen der Elemente entsprechend zerlegt, wie dies oben bei der 
Ableitung der Multiplicationsformeln geschehsn ist, indem diese 
Zerlegung Zu zweigliederigen Determinanten führt, welche sich zu 
den 3 Producten unserer Formel zusammenstellen lassen. Selbst- 
verständlich kann das erläuterte Verfahren auf unvollständige 
Determinanten von höheren Graden unverändert übertragen werden. 


$. 15. Die adjungirten Determinanten. 


Wird aus einer Determinante eine zweite in der Weise ab- 
geleitet, dass man an die Stelle eines jeden Elementes a,, die 
ihm zugehörige Unterdeterminante A,, setzt, so wird diese zweite 
die adjungirte der ersten genannt. In der Absicht, beide mit 
einander zu multiplieiren, stellen wir sie in folgender Weise neben 
einander: 


d D 
Gi, Are Gin Ay, Ass A,, 
Ge, Age Gan} z A,, Ars As, 
Ani Ong - + + Ann A, An Pee Ne Az 


Wird die Multiplication ausgeführt, so entsteht als Product eine 
neue Determinante, deren Elemente sich zusammensetzen aus den 
Producten, welche entstehen, wenn man die Elemente der Colonnen 
in d mit den Elementen der Colonnen in D multiplicirt. Man 
erhält: 


ĉii Cig Ca AN e Cin 
C21 Cog Cos Con 
EN Bere > Aa, Wo 
Cni Cno Crs Can 
Ci, = Oi, An +9 Aı + Sr Aı + a, ens Aaa 


Cig = 411 As A Ae, Ass Sr @sı As; ah eta ee a Ont Ans + 


Te Sy) EEN ee Oe ME MAA i ee aT al ee a E A To ER 


Cin — Qi, wave + (do; Ay + As 1 Asis -+ ee Ae + Ont Ann ai 
Coy = Aye A,, T Bas A + Ayo As, E aan ete a Ani = 
Coo = Aye Ais J Aag A ze Ais Ass Sr. sped Se Ans = 

8: W. 
Werden so alle c hergestellt, so verschwinden alle, welche 
verschiedene Indices führen, weil sie in der Art entstehen, - 
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man die Elemente einer Colonne mit solchen Unterdeterminanten 
multiplieirt,, welche zu einer anderen Colonne gehören. Dagegen 
nehmen (diejenigen ce, welche 2 gleiche Indices aufweisen, sämmt- 
lich den Werth d an, weil sie aus einer Summe von Producten 
bestehen, welche dadurch entstanden sind, dass man die Elemente 
der einzelnen Colonnen mit ihren eigenen Unterdeterminanten 
multiplieirt hat. So gelangt man zu der Gleichung: 


a OS? Re Ne, 
020040: . 0 
997,80... Et 
BE ee 
OA) 2 =o d 
und daraus folgt: d. D= d"; oder: A 
Dear, (81) 


In Worten: Die adjungirte einer Determinante 2s" Grades ist 
die (na—13't Potenz der Hauptdeterminante. 


$. 16. Anwendung der Determinanten auf Entwickelungen aus der 
analytischen Geometrie der Ebene. 


Wir wollen bei den nachfolgenden Aufgaben voraussetzen, dass 
der Leser mit der berührten Materie bekannt sei, indem wir uns 
. auf leichte und allgemein bekannte Dinge beschränken. | 

Erste Aufgabe. Die Gleichung einer geraden Linie zu 
finden, die durch 2 gegebene Punkte geht. 

Die Coordinaten dieser Punkte mögen x, yı und a, y sein. 
Die Gleichung einer jeden Geraden hat die Form: 


Az+ By+C=0. . 
Für unsere Aufgabe sind A, B, C noch näher zu bestimmen. 


Die Thatsache, dass die gesuchte Gerade durch die gegebenen 
Punkte geht, begründet die 2 Bedingungsgleichungen: 


Ax, + By +4 OC, =0; Ax + By+C=0. 


Diese 3 homogenen Gleichungen zwischen den 3 unbekannten 
Grössen A, B, C können nur dann gleichzeitig bestehen, wenn 


ey t 
% Y 1|=0. (82) 
% Yz 1 
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Vorstehende Determinante ist die gesuchte Gleichung der 
geraden Linie. Sie ist eine Relation, welche zwischen den 
Coordinaten æy eines beliebigen Punktes der Geraden und den 
Coordinaten der beiden gegebenen Punkte bestehen muss. Wird 


die zweite Reihe von der ersten und dritte von der zweiten ab- — 


gezogen, so entsteht durch Auflösung leicht die Form: 


wie wir dieselbe als die gewöhnliche kennen. 


Beispiel. Es- sei n = 3, y = 5; 4 = — 4, Y = 8. 
2:4 ST 
4=| 35 1}=0; 3@+7y—10=0. 
—4:8 4 


Zweite Aufgabe. Man soll die Bedingung dafür aufstellen, 
dass 3 gegebene Punkte 2, Y1; Lz Yo} Ls Ys M einer geraden Linie 
liegen. 

Diese Aufgabe fällt mit der vorhergehenden fast Zusammen. 
Legen wir nämlich durch 2 der gegebenen Punkte eine gerade 
Linie, so haben wir in der vorhergehenden Determinante deren — 
Gleichung. Damit aber der dritte Punkt dieser Geraden angehöre, — 
müssen die Coordinaten «; y, diese Gleichung befriedigen. Die 
gesuchte Bedingung heisst mithin so: 


Vs Ys "i Tı Yı 1 
ty: l|l=0, oder: 1m % 1)=0. (83) 
Ly Yo 1 Xs Ys 1 


Dritte Aufgabe. Wenn ein Punkt wy mit zwei anderen 
Punkten =, yı und az % in gerader Linie liegt, so soll nachge- 
wiesen werden, dass die Coordinaten x und y sich durch folgende 
Gleichungen ausdrücken lassen: 

we Li + han, a? + A Ys i (84) 
LFA? 1+4 ° 

Liegen die 3 Punkte in gerader Linie, so muss die Deter- 
minante (82) verschwinden. Eine solche verschwindende Determi- 
nante setzt uns (X. 13) in den Stand, 3 nicht homogene Gleichungen — 
zwischen nur 2 Unbekannten anzuschreiben und die Elemente der 
‘Determinante als Coefficienten dieser Unbekannten zu benutzen. 
Diese 3 Gleichungen mögen heissen: 

L tis tur=0 
Ytrıyp + wy =0 
FE Ata 05 
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wenn 2 und u die Unbekannten vorstellen. Wird u aus der 


dritten Gleichung in die beiden ersten substituirt, so entstehen 


sofort die beiden gesuchten Gleichungen (84). 


Wir können dieselben ansehen als die Gleichung einer Geraden, 
welche durch die beiden gegebenen Punkte x, yı und x y, geht, — 
indem wir 4 als unabhängige Variabele betrachten. Wird dieses4 


continuirlich geändert, so ändert sich das Coordinatenpaar æy 
ebenfalls continuirlich, und der continuirlich fortbewegte Punkt 
beschreibt eine gerade Linie, weil er in allen Lagen die Deter- 
minante (82) befriedigt. 


Vierte Aufgabe. Die Coordinaten 2, Yı, La Yı und Ls Yə 


der 3 Eckpunkte eines Dreiecks sind gegeben, man soll daraus 


den Flächeninhalt dieses Dreiecks finden. 


Zuerst suchen wir eine Formel, welche dazu dient, die Ent- 
fernung eines durch seine Coordinaten gegebenen Punktes von 
einer ebenfalls gegebenen Geraden zu berechnen. Nehmen wir 
an, FM =p und Xe seien gegeben, und L sei eine zu FM 
senkrechte Gerade, so ist deren Lage vollständig bestimmt, und 
es kommt nur darauf an, ihre Gleichung aufzustellen. Nennen 
wir die Coordinaten des Punktes M einmal uv, so ist u = p cos a, 
v = psin « und die Gleichung der Geraden Z heisst: 


y-— p sin œ = tg f (x — pcos @), oder: 

y — p sina = — cotg œ (x — p cos @), oder: 

æ cos œ +y sin æ — p= 0. 
Halten wir hier œ unveränderlich fest, lassen wir dagegen p sich 
continuirlich ändern, so verschiebt sich Z parallel zu seiner ersten 


Lage und gelangt auch einmal in die Lage L,. Dann ist FM==p 
in FN = (p +d) übergegangen, wenn wir M N = +d nennen, 


je nachdem es in der Richtung von p selbst, oder in der umge- 


kehrten liegt. Die Gleichung der Geraden heisst jetzt: æ cos « 
+ysina —(p+d)=0, und zugleich besteht, da Z, durch 
Punkt x, yı geht, die Bedingungsgleichung: æ, cos « + yı sin @ 
— (p+d)= 0, woraus denn die gesuchte Entfernung d in fol- 
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gender Gestalt gefunden wird: d = + (a, cos œ + y sin @ — p). 
= Von dem doppelten Vorzeichen kann abgesehen werden, weil d 
eine absolute Liinge bedeutet. Der Satz heisst dann: Der Ab- 
‚stand eines Punktes von einer geraden Linie, deren Gleichung in 
der Normalform gegeben- ist, geht aus der linken Seite dieser 
"Gleichung dadurch hervor, dass man an die Stelle der Variablen 
= die Coordinaten des gegebenen Punktes substituirt. 

3 Re Da nun die Gleichungen der geraden Linien gewöhnlich nicht 


a in der Normalform gegeben sind, so bleibt uns noch übrig, die 
= algebraisch allgemeinste Form in die Normalform umzuwandeln. 
BL J 

x 


= Sollen die beiden Gleichungen Ag + By + C =0 und z cos « 
_ + ysin — p= 0 die nämliche Gerade bedeuten, so müssen die 
- linken Seiten dieser Gleichungen entweder identisch gleich sein, 
oder doch werden, wenn man den einen Theil mit einem möglicher- 
~ weise weggefallenen gemeinschaftlichen Factor multiplicirt. Wir 
= dürfen also setzen: - 
: Ax+By+ C= u (wosa+ysind —~yp), 

A=posa; B= uu sina; 0 =— ù p. 

A? + B= u’; u=v Æ + B*, und 
Ar+By+C 
Vv A? + D? 
a Y 

Wir sagen also auch: er = 0 ist die Normalform 
der Gleichung einer geraden Linie. Das Vorzeichen der Wurzel 
ist so zu wählen, dass das constante Glied wirklich negativ wird, 
weil es dem Werthe — p entsprechen soll. 
ae Endlich können wir die eigentliche Aufgabe in Angriff nehmen 
und zuerst den senkrechten Abstand des Punktes x, yı von den- 
- jenigen Geraden ermitteln, welche durch die beiden anderen ge- 
= gebenen Punkte x y, und x, ys gelegt ist. Deren Gleichung heisst : 
SR y 1 
a |; 
A La Ys 1 
Wir gehen jetzt zur Normalform über, indem wir die aufgelöste 
= oder die wirkliche Determinante durch V A? + B? dividiren, und 
- leiten aus dieser Form den gesuchten senkrechten Abstand ab, in- 
dem wir statt x und y setzen x, und yı. Hiernach ist: 


=y Cosa +H ysna —p. i 


oder: æ (Ys — Ys) — Y (t — %) + Ta Ys— a Y= 0 
und deswegen ist: A = (Ye — Ys); B= — (a, — a). 


k Jı 1 | 
d= | my 1 | : V Ya — Yo)? + (2 — Tt). 
3 a ge $ Tee 
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Die Länge der Basis, d. h. die Entfernung des Punktes a, 7, von 
£ Ys wird nach der. Formel gefunden: b = V (Y: — Ys)? + (te — 2)” 
und da die Fläche des Dreiecks gleich 4 d.b ist, so finden wir | 
schliesslich die Formel: 


ty, 1 | eee i 


Dreiecksfläche = 4 | Le Yo 1 | (85) x “= 
2 Ysl | = 
Beispiel: X= 63 M14; a= 9; S xe 
eos tae Gi; y 
: | Gr | ; 
F=Ł}|14 4 1 =87. 
1497 10:7 | 


-Anmerkung. Erscheint die Fläche unter negativem Vorzeichen, so S 
hat man nur 2 Reihen oder Colonnen zu vertauschen, Wird F =0, so 
liegen die 3 Punkte in gerader Linie. : = 


Fünfte Aufgabe. Drei Punkte 2 Y1; La ys; © Ys sind ge- : 
geben. Durch den ersten Punkt soll eine Gerade gelegt werden, 
welche mit derjenigen Geraden parallel ist, die durch die beiden 
anderen Punkte geht. 

Die 3 gegebenen Punkte schliessen ein bestimmtes Dreh x 
ein. Jeder Punkt x y, welcher auf der gesuchten Parallelen liegt, — 
bildet mit den Punkten 2 und 3 ein anderes Dreieck, welches dem — 
ersten flächengleich ist. Wir drücken diesen Zusammenhang aus _ 


durch die Gleichung: ER 
ai hire I ay Y 1 |, oder: oe 

| Beso | te Ys A | = 

(@— a) (y—m) 0| ve 

Re 2 T 1 | = 0 2 

| Hs Ys 1 | h 


Die beiden Determinanten sind nach §. 10 vereinigt. 
Beispiel: %=10; m—2; 4= 8; 

Y= T; Y=55 y=——O6. he 

Die Gleichung der gesuchten Parallelen heisst: 
'@—-10) (y—7) 0 


pi aA 
WR 


2 5 1|=0, | 
8 —6 1 ; aa 
lla+6y— 152 = 0. os 
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Sechste Aufgabe. Drei ‘gerade Linien sind durch ihre 
Gleichungen gegeben. -Die Fläche des eingeschlossenen Dreiecks 
soll durch die Constanten der Gleichungen ausgedrückt werden. 

Die Gleichungen der Geraden sollen heissen: 


ka 1) mat Yy + a =0 

AR 2) by, OT. 65, Y Til = 0 

3) @,u+ a,,4¥+a,, = 0. 

Zu diesem System gehört wieder die folgende Determinante: 
2 Ka e 

ae ya OS 0, - (86) 


ty, Ase Ass 


Wir berechnen jetzt die Coordinaten der Schnittpunkte zwischen 
den 3 Geraden, oder die Ecken des eingeschlossenen Dreiecks und 
u lösen zu dem Zweck zunächst die 2 ersten Gleichungen auf. Wir 
finden: 


Qis A Qi? Ns 
Ag; eo Aes Aes A 
x un eS 31 
Lig = ae TS ER | 
Gy Are Gy Ayo Re 
Ası Aso Ms, As 
= Qir =li | ak yy Cys i 
; a a a a 
R er 21 23 te LER 21 23 i Aa 
i Ee hee an a a eG Pee alte ace A 
z aii Ay Gy, Ais ag 
As, Ass As; As 
Ebenso finden wir fiir die übrigen Ecken: 
t x — Aes y — Ass. x RE ee y A 
e 13 Ay: 18 Ay? 23 As: 23 Ais. 
Wird die Formel (85) auf diese Punkte angewendet, so erhält man 
A,, An 
K Ar, A: 1 A,, Asa A; 
A, Aere A,, A,, Ass 
res BEERS 
2 Ass Al: = ve Ar, A 
Ay, Aes 1 A ray Pi ji 
io A;; 13 ° 23 33 


Die Zählerdeterminante ist die adjungirte von (86) und, weil vom 
‚dritten Grade, dem Quadrat jener gleich. Der Nenner ist das 
Product aus den 3 Unterdeterminanten der dritten Colonne. Vom 
Vorzeichen abgesehen, nimmt dieser Ausdruck die folgende Form an: 
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Ay, Ayo 


aii wk 

Qai Age 
Verschwindet der Zähler dieses Werthes, so verschwindet auch. 
und die 3 Geraden schneiden sich in dem nämlichen Punkte. Ver 


schwindet dagegen eine der Nennerdeterminanten, so ist das be 
treffende Linienpaar parallel, weil dann F unendlich wird. 


Siebente Aufgabe. Drei gerade Linien sind durch ihre 
Gleichungen gegeben, man soll die Bedingung aufsuchen, unter deı 
sie sich in dem nämlichen Punkte schneiden, 

Wir haben eben gesehen, dass in diesem Falle die ER = 
gehende Determinante verschwinden muss, geben aber doch für 
den Satz einen selbstständigen Beweis. Die Gleichungen der 
Geraden mögen sein: 


A, aot B y= O0; Ax + Boyt C= 0; Aint Bie C= 


Sollen diese 3 Gleichungen durch die Coordinaten eines geme 
schaftlichen Punktes befriedigt werden können, so muss ihre Det 
minante verschwinden und sein: 


2. Fabel. Sal © 
A, BB; C, S. 
Ay OB U; 


Deutung zu. Wir werden nämlich in den Stand gesetzt zu 
haupten, dass die folgenden 3 Gleichungen zwischen den Un 
kannten A, u und v zusammen bestehen können. 
A,A + As u +4- AN 
B,A+ Bau + Bev = 0 
0, A -+ Cu -b B Pia 0 . Re K 
Multiplicirt man nun die erste Gleichung der 3 Graden und 


die zweite mit u und die dritte mit v, und addirt dieselben , -$ 
erhält man: : 


(Atiu tAm + (Beat Bau + Bev) y+(C,4-+ Cr u-+0;») S 


Da nun die Gleichungen (89) möglich sein müssen, wenn d 
Determinante (88) verschwindet, so muss man, wenn die 3 Ge- 
raden durch den nämlichen Punkt gehen, stets 3 Werthe A, w 
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» finden können, welche so beschaffen sind, dass, wenn man 
8 Gleichungen damit multiplieirt und dann addirt, der Coef- 
ent von æ, der Coefficient von y und auch die Constante für 
verschwindet. Oft gelingt es, die Werthe dieser Coefficienten 
zu erkennen, und dann ist diese Beweisform ausserordent- 


Beispiel. 82+ Ty — 5 =.0; 52 —Qy—3 =— 0; 
¢— 20y + 1=0 sind die Gleichungen von 3 Geraden, welche 


ch in dem Punkt x = 2 y = z durchschneiden. Die Deter- 


nte ihrer Gleichungen verschwindet. Wird die erste mit 2, 
zweite mit — 3, die dritte mit 1 multiplicirt, so verschwindet 
Summe der 3 Gleichungen identisch.. 


a Achte Aufgabe. Zwei gerade Linien sind durch ihre 
leichungen gegeben : 


L,=A,e+ By +0 =0; L= 42+ By + O=. 


tiplicirt man die eine Gleichung mit u, die andere mit A, oder 
eine mit 1 und die zweite mit 4 und addirt sie, so entsteht 
ne neue Gleichung: 


Dy = (Aix + Biy + CG) +4 (A2 + B,y + C,) = 0, 


Iche ebenfalls eine gerade Linie bedeutet. Es soll bewiesen 
erden, dass sich die 3 Geraden in einem Punkte schneiden. 
- Die Determinante dieser 3 Gleichungen heisst: 


- 


A, B, C, 
BER: A; B, C, 
| (A, +24), (Bi + 2B), (CG, +40) 
Wird die zweite Reihe mit A multiplicirt und von der dritten 
2 gezogen, $0 werden 2 nee gleich, und ie ae ver- 


genüberliegenden Seiten gezogen werden, sich in dem nämlichen 
Punkte durchschneiden. 


Die Eckpunkte des Dreiecks a Sein: 2 Yis Ws Ya; Ls Ys 


ya — Wy — Xs) + L (Y: o =f Yr Vs 
y — Hp — Tı Ys = 0. 
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Durch Vertauschen der Indices 1 mit 2 und 1 mit 3 gehen 
die Gleichungen der beiden anderen Transversalen hervor: 
Ta = Y (24, — a — Le) + x (yı + Ys — 2Y2) + Y2X% + nz 
— X Yi — La Y = 0. 

TT, = -y (2% a — %) + æ (yı + Y2— 2Ys) + Yo ks a Ys, 
— Xs Ya — Ts Yı = 0. ae 

Addirt man in der Determinante dieser 3 Gleichungen die e 
und zweite Reihe zur dritten, so verschwindet diese und mit % 
die Determinante selbst. 


Zehnte Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dass a 
Senkrechten, welche in den Mitten der Seiten eines Dreiecks e 
richtet werden können, sich in dem nämlichen Punkte schneiden. 

Die Coordinaten der Eckpunkte mögen wieder £, ¥,; Sa 
£a Y, heissen, die IR ne zwischen 1 ur 
sind dann 2, = 4 (ti F Ta), Yrs = (Ye ++ Yə). Die Gera 


wird, hat die Gleichung: 
P.=2y(yı — Yo) + ia) item + a = 


Durch Vertauschung der Indices gehen daraus die Gleichun 
der anderen Senkrechten hervor. hae oa ager 


Wir betrachten ge 2% und 2y als Variablen dieser 3 hein 
Ihre Determinante verschwindet. Ai 
Elfte Aufgabe. Es ist zu beweisen, dass sich die 3 Hoh 
eines Dreiecks in dem nämlichen Punkte durchschneiden. — 2 
Die Ecken des Dreiecks sind: x, Y1; La Yas Va Ys Die Hö 
aus der Ecke 1 auf die Seite (2—3) hat dann die Gleichung: 
H, = y (ya — Ys) + © (2a — 23) — Yı Ya F Yi Ys — Tı La F Li ts = 
Werden die Indices 1 und 2, sowie 1 und 3 vertauscht, so gel 
daraus die Gleichungen der beiden anderen Höhen hervor: 
H, =y (Yı — Ys) + x (21 — £) — Y Y1 + Ya Ys — Va Kı + 2% = 
Ay = y (Ya — 1) Heg (£a — 21) — Ys Ya + Ys Yi — Ls La + Ls %ı = 
2 ist nicht schwer nachzuweisen, dass die Determinante di 
3 Gleichungen verschwindet. ae 
Zwölfte Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dass die 
Winkelhalbirungslinien eines Dreiecks durch einen und dense 
Punkt gehen. 


- 
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Für diese Aufgabe ist es zweckmässig, die ‘Gtuckuaped der 

‘Seiten, als in der Normalform gegeben, anzunehmen, und zwar 

ter der Voraussetzung, dass der Anfangspunkt des Coordibaten- 
ems innerhalb des Dreiecks liege. Sie heissen dann: 


N, =x cos a, + ysina, — p, = 0 
N, = x Cos œ, + y sin œ, — p, = 0 
N, = x cos æ; +y sin æ, — p, = 0. 
en Winkelhalbirungslinien entsprechen dann die folgenden Glei- - 


| = N, — N, = z (cos @, — cos @,) + y (sin œ, — sin @,) — (p, —p,)=0 
lis =N, — N, =x (cos a, — 008 @,) + y (sin e ,— sin &,)—- (pı —p)= 


u N IN eel) Be N — No 
Fall, deren Summe ebenfalls identisch gleich Null ist. 


Dreizehnte Aufgabe. Ein Punkt und eine gerade Linie 
ıd gegeben. Die Gleichung der Geraden soll gefunden werden, 
che durch den gegebenen Punkt parallel oder senkrecht zur 
ebenen gelegt ist. 
- Die Coordinaten des gegebenen Punktes mögen x, y,, die 
zleichung der gegebenen Geraden mag 4,2 + B,y + C,= 
i Verstehen wir unter: 

1) Ax + By + C= 
die Gleichung der gesuchten Geraden, so RA A, B, C noch zu 
.. Da tent durch x, yı geht, so besteht die Be- 


| RR N 
d da sie ferner parallel zur gegebenen ist, so muss auch 
| 3) A BA Be 
n. Sollen diese 3 Gleichungen für A, B und C zugleich be- 


x y 1 
x Yy 1\=0 
B, — A, 0 


ein. Die aufgelöste Determinante ist die gesuchte Gleichung. 
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as 


EE EE H auf analytische Geseke, | TR : ee fy 
Soll die gesuchte Gerade senkrecht zur gegebenen sein, so 
ändert sich nur die dritte Bedingungsgleichung und geht über in: — & 
3) AA, + BB. 8; 
und damit wandelt sich auch die Determinante in die folgende um: 


Boge | | 
bo a an? a ES 
| A, B, 0 


Beispiel. Wenn a, = 2, yı = 5 und 4 x + 7y— 12 = 0 ge 
geben sind, so ist: 


Br oth So} Fe Se 
2 oh OE PaO 12 2, othe A 
7— 0 tee Dale: 


Es ist 42 + 7 y — 43 = 0 die Parallele, und 72 — 4 y + 6 = 0 
die Senkrechte. 


Vierzehnte Aufgabe. Die Seiten eines Dreiecks sind 
durch ihre Gleichungen: 
L,=4Ax+B,y+0,=0 
L,=4 t+ B, yt C, =0 
L, = A;x + By + C, = 0 
gegeben. Durch den Schnittpunkt der beiden ersten soll eine 
Gerade gelegt werden, welche zur dritten senkrecht oder parallel 
ist, wie heisst ihre Gleichung? 
Die Gleichung einer jeden Geraden, welche durch den Schnitt- 
punkt von L, mit Z, geht, ist von der Form: 
1) (A, x + B, 4 +- 0 H 2 (A, & + Bay + O) = 0. 
Die besondere Lage dieser neuen Geraden wird durch die Wahl- 
des Factors 4 bestimmt. Soll sie senkrecht zur dritten sein, so 
muss das Product der Coefficienten von x plus dem Product der 
Coefficienten von y gleich Null sein, oder es muss die Relation 
bestehen: (A, 4-4 A,) As + (B, +å B) Bs =0. Diese Re- 
lation bringen wir auf die Form: 
2) (A, 4, + B, B,) + FC, A, + B, BIN. 


Sollen die Gleichungen 1) und 2) für den nämlichen Werth von A 
bestehen können, so muss ihre Determinante verschwinden: 


(A4,2+B,y¥+C,) (A, 2+ B,y+ C,) in 
(A, A, 7 DB, B;) (Ay A, = B, B;) Bie 
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Soll dagegen diese neue Linie nicht senkrecht, sondern parallel 
zur dritten sein, so ist nothwendig, dass 


p ~~ 
Zr 


3) (A, B, — A, B,) + 4 (45 B, — A, B) = 0. 


= Wird diese Relation mit der ersten verbunden, so geht folgende 


nw 


Gleichung daraus hervor: 

(d4 x +B y+) (A, B, — A, B,) 
(A, x H B, x + Ca) (A, B, — A, B) 
Beispiel: L,=3a—4y+14=0;2,=—2272+3y—19=0; 
L,=2:-+6y—9=0. 

32 —4y-+14),— 21 32 — 4y + 14), 22 | 
(Qa+3y—19), 20 (Qa+3y—19), 9| 
oder: 102%—17y—119=0 und 17 g + 102 y — 544 = 0 
sind die Gleichungen der Senkrechten und der Parallelen. 


= 


p 


rt 9 


= 


Fünfzehnte Aufgabe. Man soll beweisen, dass die Po- 
lare eines Kreises sich um einen festen Punkt dreht, wenn der 
Pol sich auf einer geraden Linie bewegt. 

Die Gleichung des Kreises sei a + y? — r? =0. Wir 
wählen 2 feste Punkte @, 8,, & fe und einen beweglichen «p. Die 
Gleichung der Polaren, welche durch diese 3 Punkte zu dem 


_ Kreise gezogen werden, heissen: 


za +y —r=0 
va,+yp;—r? =0 
He, + yb, =D, 
wozu bemerkt wird, dass xy die Variablen der Gleichungen sind, 
während «f, @,8,, @, 8, als durch Wahl bestimmte Constanten 
‚anzusehen sind. Sollen die 3 Punkte in gerader Linie bleiben, 
-d. h. «8 auf der geraden Verbindung der beiden anderen Pole 
sich bewegen, so muss die Bedingung erfüllt sein: 


& p 1 
Cy By l| = 
0; Ps 1 
Wird die letzte Colonne mit —7?, multiplicirt, so erhält man: 
a p gi 
ay b 1 E E 0, 
a, Bs Ea 


oder die Bedingung dafür, dass die bewegliche Polare stets durch 
den Schnittpunkt der beiden festen geht. 
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Anwendung auf analytische Geometrie. 


Sechszehnte Aufgabe. Es ist zu beweisen, dass die 3 
Chordalen dreier Kreise durch den nämlichen Punkt gehen. ge 
Wir wollen annehmen, die Gleichungen der 3 Kreise seien in — 
der folgenden Form gegeben: | 


K=-rf+ytmetmy+m=0 

K= L Hy Amat myt p = 

K,=2+yY7¥ tH maet ny + ps =—0. 
Zieht man die Gleichungen zweier Kreise von einander ab, so er- 
hält man die Gleichung einer geraden Linie. Schneiden sich die 
Kreise, so ist diese Gerade die gemeinschaftliche Sehne, allgemein ~ 
heisst sie Chordale. Hiernach sind die Gleichungen der 3 Chor- 
dalen: l 
C,, = K, — K: = (m — m) x + (m — n) y -+ (p — p) = 0. 
C,, = K; — K; = (m — m) £ + (ns — mn) y + (ps — p) = 0 
C,, = K, — K, = (m — ms) « + (n — ns) y + (p: — ps) = 0. 
Dass die Determinante dieser 3 Gleichungen verschwindet, kann 
leicht nachgewiesen werden. 

Ein noch kürzerer Beweis ist der AEE In symbolischer — 
Form heissen die Gleichungen der 3 Chordalen: K, — K, = 0, — 
K, — K, = 0, K,— K, =0. Da diese Summe identisch ver- ~ 
_ schwindet, so gehen die 3 Geraden durch den nämlichen Punkt. —_ 


> 


Siebenzehnte Aufgabe. Ein Kreis ist durch 3 seiner 
Punkte gegeben. Man soli seine Gleichung aufstellen. a 
Die Coordinaten der gegebenen Punkte sollen 2, y1, Le Y2, Ls Ys a 
sein. Die allgemeinste Form der Kreisgleichung heisst: 
DA@®+y)+Bxa+Cy+D=0. Ä 
Soll dieser Kreis durch die gegebenen Punkte gehen, so müssen 
die Constanten A, B, C, D folgenden Bedingungen entsprechen: 

2) A (27 -| Yr) fe Bu; -}- C Yı -} D == 0 

3) A EA + Ys") “+ B ay + Cy + D ze 0 - ee 
4) A (xè + ys) + Bas + Cy, + D=0. eo 
Das gleichzeitige Bestehen dieser 4 homogenen Gleichungen bedingt —_ 
das Verschwinden ihrer Determinante: 3 
EIFEL TH 
(ay? + yy’) Hy Yı 
(ae Fyr) m 
(tr + ys) Xs Ys 
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82 0.0 Anwendung auf analytische Geometric. 


Der gemeinsame Coefficient von «* und y? ist die Unterdeter- 
minante: 


tı Yi 
To Yo 
Vs Ys 1 | 


© Verschwindet diese, so fallen in der entwickelten Determinante 
= die quadratischen Glieder weg und die Gleichung ist nur noch 
vom ersten Gerade. Sie bedeutet dann eine gerade Linie. Das 
Verschwinden dieser Unterdeterminante ist aber auch die Bedin- 
gung dafür, dass die 3 gegebenen Punkte in gerader Linie liegen. 


Achtzehnte Aufgabe. Durch 3 Punkte eines Kreises sind 
Tangenten gelegt und die Ecken des Tangentendreiecks mit den 
gegenüber liegenden Berührungspunkten verbunden. Zu beweisen, 
dass sich diese 3 Transversalen in einem einzigen Punkte schneiden. 
Die Gleichung des Kreises soll a? + 4? — 1? = 0 heissen, die 
` gegebenen Berührungspunkte sollen 2, yı, #3 %s; Ys Ys sein. Den 
3 Tangenten entsprechen dann die Gleichungen: 


w 


A Saye, wo 
cs a) Po oe rel 
eBay). 


| 


| 


-= Die Gleichung derjenigen Transversalen, welche den Berührungs- 
= punkt x, y, mit dem Schnittpunkt von ¢, mit ¢, verbindet, hat 
die Gleichung: 
Met, At, = (t, 8 F ysy — PY) AED MY )=V, 
-~ worin 4 ein noch nicht bestimmter Factor ist. Dieser muss der 
Bedingung gemäss gewählt werden, dass u, durch x, y, gehen 
soll, d. h. es muss sein: 
2 + Yi Ya 7 7”) +4,49 yr)=d, 


Lı La F Yi Ys (ty Jars y, 


Ss oder: i= — ies o = — — ; 

pa %% + Yi Ys — ” (ty Jar Yi 

= Wird dieser Werth in w, substituirt, so erhält man: 

i MaE E Lit Hg FT) (a, oe ap we 7) lag} Y:Y.7 gi) 
f : (&, Li T Wa Ya, Ma) ESE 


oder in symbolischer Form: 
Lhe Te ey orca Aia „md: 


= Wird Index 1 mit 2, sowie auch mit 3 vertauscht, so erhält man 
die beiden anderen Transversalen. 
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Anwendung auf analytische Geometrie. 
2) war day bs - Gide, y, = 9 ees. 
3) Ua =t,. (bla, ys fh: (taes Ys =. ae 
Zur Abkiirzung wollen wir setzen: RE 


E)n, yo (be), ei (tade, TESIA (i)a Ya b; rs 
(Ele, Ya == (t)z, ji F H z 


Unsere 3 Gleichungen gestalten sich jetzt folgendermassen : 


u,= 0.t,—b.t+c¢.t, =0 
weh. FT. ed 
uv=— at +6.%4,+ 0.4%, =0. 


Weil die Determinante dieser 3 Gleichungen verschwindet, - 
gehen die 3 Transversalen durch den nämlichen Punkt. 


Neunzehnte Aufgabe. Wird an eine Parabel durch den 
Punkt x, y, eine Tangte gelegt und vom Brennpunkt eine Senk- 
rechte zu dieser Tangente gezogen, so schneiden sich beide auf 
der durch den Scheitel der Curve gezogenen Tangente. 

Ist y?— 2p x = 0 die Parabelgleichung, so heist die Glei- 
chung einer durch x, y, gezogenen Tangente: 

1) yy, —pe—pa,=0. - 
Die Gleichung der Senkrechten vom Brennpunkt nach dieser Tan- 


gente heisst: 
2) 2ry Fyi t —= py, = 0. 
In dem gewählten Systeme füllt die Scheiteltangente mit der y = 
Achse zusammen und hat die Gleichung: 
3) x = 0. 
Diese 3 Geraden gehen stets durch den nämlichen Punkt weil 
ihre Determinante : 


Gt: rae: Sees 
ZP HAIR. 
| O 1 Gs] 


Zwanzigste Aufgabe. Durch drei Punkte einer Parabel, 
Lı Yi, Lo Ya, Ls Ya Sind Tangenten gelegt. Man soll beweisen, dass 
das Dreieck, welches von diesen Tangenten eingeschlossen wird, 
an Fläche nur halb so gross ist, als das Dreieck, welches entsteht, 
wenn man die drei Berührungspunkte verbindet. 

Wird y? = 2p x als Parabeigleichung angenommen, so können 


die Abscissen der Berührungspunkte durch: 
6* 
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ieee 2p’ 2 ap’ ‘ 
ausgedrückt werden, und dann finden wir für die Fläche des 
Sehnendreiecks foigenden Ausdruck: 


u. 


À We EA 
ES a Ys" Ye 1 
p 2 
Ys" Ys 1 


Um eine Formel für das zwischen den Tangenten gelegene Dreieck 
aufstellen zu können, stellen wir zuerst die Gleichungen dieser 
Tangenten her. Sie heissen: 
A, 1) pr — yy + pa 0 
x. 2) pr— py + pt, = 0 

3) Ba == Ye a PX = 0 
Sieht man vom Vorzeichen ab, so gestaltet sich die Fläche des 
eingeschlossenen Dreiecks nach Aufgabe 6 folgendermassen: 


i eee ; i Oe Ye FE 
; D P —Yı PT, Bp Ye Yz 1 
Be, BB u ER S. 
f= = EEE + UWE Sa 
= p =y, |P yD Ys 9 1119, 1|19 1 
Bir: P Ys |P F —Ys “Ys iy. 111% 44 
= Daraus ergibt sich durch Division: 
£ E Yè Yyı 1 | (yy ga +) 3 NH) 0. 
EA z Y Ya l ea (y? — ys), (Ye—Ys) 0 
$ FT Ys Ys l CMe. Bee ea ` | 


F R (Y ors, Ya) (Yı FE Ys) “(Yo E Ys) ne (yı er Ya) (Ws a Ys) (Ya ans Ys) 
1| wm), (Yr — Ya) 1 ut), 1 
f 2h (yi — oy oe (Ys a Ys) 4 | (Yo + Ys) u | on 1 
F = NY) (Yı => Ys) Mn) > (H —= Ys) Er 
in Aufgabe. Es soll die Bedingung 
dafür aufgefunden werden, dass die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades zwischen 2 Variablen 2 gerade Linien bedeutet. 
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades mag heissen: 
er 1) A +2 Bxy+ Cy +2De +2Ey+F=0. 
Die Gleichung einer Geraden mag hier von der Form sein: 
wa +vy+1=0, worin vy die Variablen sind. Zwei be- 
stimmten geraden Linien entsprechen mithin die Gleichungen: 


2) we Fuy+t1l=0; 3) wetuytl=d. 
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Soll 1) diese beiden Geraden vorstellen, so muss sie dem Product -~ 
dieser beiden Gleichungen identisch gleich sein, und wir erhalten, 
wenn wir einen etwa weggefallenen gemeinschaftlichen Factor noch — ~ 


zufiigen, die folgende Relation: “ie 
A®+2Bzy+C#?+2Dxe+2Ey+tF= a 
à (wx Hoy +1). (x + my + 1), S 


und daraus durch Vergleich nachstehende Gleichungen : 


As 3: (Uy Uz + Ur Us); p = 5 (u, + u) 
a | i ; 2 
b= 9 (Uy Vz + vw); E= ny (v + 02) 
1 À SAN 
C = 37m traum; Pesch I: 


Es kommt nun darauf an, aus diesen 6 Gleichungen die noch un- 
bestimmten Constanten Å, Wr, V1; Uz, Va zu eliminiren, um so eine 
Bedingungsgleichung zwischen den Constanten der gegebenen 
Gleichung zu erhalten. Verstehen wir unter x, y, den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden, so bestehen die Bedingungsgleichungen: 

4) Wt Fuy +1=0; D wa + tei; rtl=0. 


Durch Multiplicationen mit den Werthen x, y, und geeignete Ver- _ Be 
bindungen erhält man nachstehende Gleichungen: ; = 


Am+By,+ D= £ [u (2% V2 Yı + 1) + 2%% (u Li FUY + 1)] 
Ba, + Cy + Joe 7 [u CREA + 41 + 1) + Up (u, + UI + 1)] = 
Da, + Ey, + F= D. KA (tst: Für + I)+% (Uy 2 + 41+ 1)]. iR 
In diesen 3 Gleichungen verschwinden die rechten Seiten in Folge 
der Relationen 4) und 5), und wir erhalten: 

Ax + By +D=0 

Brn 4 Cy +E =0 

D 2, + Ey, + ff =O. 


Sollen endlich diese 3 Gleichungen zusammen zwischen x, y, mög- 
lich sein, so muss ihre Determinante verschwinden, und so entsteht. 
die Bedingung: | 


|A IEAA S, 
B C E|=0, 


D E F 
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Anwendung auf analytische Geometrie, 


Zweiundzwanzigste Aufgabe. Ks -soll die Bedingung 
dafür aufgestellt werden, dass eine gegebene Gerade einen ge- 
gebenen Kegelschnitt berührt. 
Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes heisst: 
ax+2bay+ey+2da+2eytf=o. (90) 
Sind x, y, und x, y zwei gegebene Punkte, so kann nach (84) ihre 
Verbindungslinie auch durch die folgenden Gleichungen dargestellt 


werden : 
Be HA Ws Yr + Å Ya 
AET 0 een 
Um nun die Coordinaten der Punkte zu erhalten, in welchen diese 
Gerade den Kegelschnitt durchschneidet, muss man diejenigen 
Werthe von 4 ermitteln, welche, wenn sie in (91) substituirt 
werden, = und y zu den gesuchten Schnittpunktscoordinaten 
machen, und dieser Ermittelung wegen setzen wir für æ und y 
die Werthe aus (2) in die Function des Kegelschnittes. So entsteht : 


a (ay + ia) + 20 (a + har) (F iy) +e tH iy) (92) 
+ 2d (a, + has) OFA + 2e ln t dy) AN +f +4" =0, 
oder nach 4 geordnet: 

Av+2BiA+ C=0, indem (93) 

B= (ax,+ by, + da, + (ba, + ey, +0) y +da tem +h 

C=aar + 2ba,y, + cy? + 2dax, + 2ey, + f. 


(91) 


Löst man die Gleichung (93) für 4 auf, so erhält man diejenigen 
Werthe, welche den gesuchten Schnittpunkten entsprechen und 
nur noch in (91) substituirt werden müssen, um deren Coordinaten 
zu erhalten. Soll die durch æ, 7,, £; Y, gelegte Linie den Kegel- 
schnitt berühren, so müssen die beiden Schnittpunkte zusammen- 
fallen und demgemäss die beiden Werthe für 4 gleich werden, 
und dann muss B? — A C = 0 sein. Diese Gleichung enthält 
demnach die Bedingung dafür, dass die beiden Punkte æ, y, und 
£ Ya SO liegen, dass ihre Verbindungslinie die Curve berührt. 
Ist weiter x, », der Berührungspunkt, so müssen diese Coordinaten- 
werthe die Gleichung des Kegelschnitts befriedigen, d. h. O = 0 
machen. Dann muss aber auch B = 0 sein, wenn B? — 4AC 
verschwinden soll. Denken wir uns 2, y, als Berührungspunkt be- 
stimmt gewählt, so liegen alle zweiten Punkte, welche mit x, yı 
der Bedingung B = 0 genügen, auf der durch æ, y, gehenden 
Tangente, und wir dürfen B = 0 als die Gleichung dieser Tangente 
ansehen, indem x, y, die Variablen bedeuten. Setzen wir statt 
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ihrer æ y, so heisst die Gleichung der durch a, y gezogene Sr 
Tangente wie folgt: = 


(aay -+ by, + Ax + (bay Fen + e)yt+da,+ey,+ f=0. 0) ae 
Soll endlich die gegebene Gerade: a 
metnytp=0 ' (95) 


mit einer solchen Tangente zusammenfallen, so müssen die linken — 
Seiten der Gleichungen (94) und (95) entweder identisch gleich 


sein, oder es werden, wenn ein etwa weggefallener gemeinsamer — 
Factor wieder zugefügt wird. Bezeichnen wir diesen durch u, so 
entsteht die folgende Identität: 
+bytde+bmn ten teoytamn tentt 
=u (mtt ny +p), 
und daraus gehen wieder durch Vergleich die folgenden Gleichungen = 


hervor: 
1) as +by+d— mu=0 


2) bay Fr cynte— nu=d 
3) da Freut f—pu=od. $ 
Da die gegebene Gerade auch durch den Punkt x, y, gehen muss, 


wenn sie mit der Tangente zusammenfallen soll, so besteht die 


weitere Gleichung: 

4) ma tnyı +p= 2 
Die Möglichkeit, dass diese 4 Gleichungen zwischen den 3 Unbe- — 
kannten x, yı und u zugleich bestehen können, wird durch das 
Verschwinden der nachstehenden Determinante bedingt: 


a b d—m 


— 


| bie em 
6. fp 
mn p 0 | 


==, (96) 


$. 17. Anwendung der Determinanten auf algebraische Entwickelungen. 


Elimination einer Variablen aus 2 Gleichungen — 
höheren Grades. Resultante. Es ist denkbar, das zwei 


Gleichungen mit einer Unbekannten durch den nämlichen Werth 


der Unbekannten befriedigt werden. Entnimmt man die gemein- 


same Wurzel aus der einen Gleichung und substituirt sie in die 


andere, so entsteht diejenige Verbindung der Constanten, deren w a 
Verschwinden uns anzeigt, dass die beiden Gleichungen eine ge- 
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cating gees Re aia 
_ Resultante. 


88°. Anwendung auf Algebra. 


-meinsame Wurzel besitzen. Die erwähnte Verbindung wird Re- 
-sultante genannt. An einer Gleichung des dritten und einer des 
zweiten Grades soll die Methode gezeigt werden, nach welcher 
diese Resultante immer herzustellen ist. Es seien gegeben: 


aa +be#+eatd=0 

av+Ba+ty =0. 

= Da x hier nur die gemeinsame Wurzel bedeutet, so dürfen die 
= gleich hohen Potenzen von æ in beiden Gleichungen als gleich- 


= _ werthig angesehen werden. Durch Multiplication der ersten mit 
= gund 1, der zweiten mit 2°, x und-1 erbält man die 5 Gleichungen: 


(97) 


ac +b +e® +da sa) 
ax+be+eatd=0 

atv Hp ty == 0 (98) 
axv+Ppe+ya == 


aw tw ate | 

in welchen wir a*, 2°, æ durch z, u, v ersetzen und so 5 lineare 
= Gleichungen zwischen nur 4 Unbekannten erhalten, deren Deter- 
-= minante verschwinden muss, weil der Voraussetzung gemäss die 
= Gleichungen zusammen bestehen können. So erhalten wir die ge- 
= suchte Resultante unter der folgenden Gestalt: 


| GO) ue id l) | 

O E, Bea 
Y% | ep y 0 0 = 0, (99) 
= | ee 6 as E | 
ap NOM ag. 585 ae «ee gece 
; Um nun auch die gemeinsame Wurzel selbst aufzusuchen, 
= geben wir der zweiten, vierten und fünften Gleichung folgende 
Formen: 
ER ce+b)+ce+d=0 


Fa (ax +H pe +H yr = 0 (100) 
5 ar +ßctYy=0. 
Diese 3 Gleichungen zwischen den Unbekannten x? und x können 
nur zugleich bestehen, wenn æ so gewählt ist, dass die folgende 
-= Determinante verschwindet: 
| (ax + b) Ga 
(aate) 7 0-0. (101). 
a 93% 
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aay Jay i ey 


Beispiel: 3° +52? - 22+ 8=—0 
4° — 94+2=—0. 
SR N 
OS ad ana A aC) 
Res. = | 4 —9 2 0 0; =0 
a a8 2:0 
Oe 0 47; 2 
> 3 —26 8 | N ER 
oe Be a ae Ser 
PER ea cn oes ee 
Die gemeinsame Wurzel ist « = 2. 


Die entwickelte Methode kann ohne Schwierigkeiten auf 2 
Gleichungen von den beliebigen Graden m und n übertragen wer- — 
den. Man multiplieirt dann die erste nach einander mit «"', — 


en, DET de ZWee DMG 1" 0° ern x, Lund er- == 


hält so (m+n) Gleichungen A den einzelnen variablen 


Grössen: art"-i, gantez 2. &, 1, deren Determinante ver 


schwinden muss, weil æ in allen Gleichungen den nämlichen Werth — 


bedeutet. 


ET het 


Unter der Voraussetzung, dass die beiden Gleichungen von A 
gleich hohem, z. B. dem dritten Grade sind, kann ihre Resultante = 


in einfacherer Form dargestellt werden. Die Gleichungen: 
av+t+bae+t+teatd =0 


a1ev+bhwt+eagatd=o0 (108) 


gehen durch die angezeigten Multiplicationen in das folgende oo 


System iiber: 
ax+battertd # +8) 


axvt+be@texeid:z = 0) 

av+toetexrtd=0 
aa + batt ea ET E 9 

mtt b+ atda Ei; 


a +bet+ar+ d =0,- 


www.rcin.org-pl 


Des ae Bee) al 
Zum Zweck der eaoat ON stellen wir die folgende Deter- 


minante*) auf: 
Bi poe A, hss: GO 
BE MOO | 
Pith 7 ee ieee | Meee | Taner | ane i, (106) 
—b — —d 0 O-1 |" 
eee eg 0 ee 
a A 
Wird zuerst 4 in Producte aus correspondirenden Determinanten 
dritten Grades zerlegt, so verschwindet nur ein einziges nicht, 
und wir finden: 


b, Cı d, | | 0 (0) —1 
N. ‘ a Cı di 0 . 0 — l] 0 N nr az. 
x d 0 0 —1 0 0 


= Werden nun (105) und (106) mit einander multiplieirt, so erhält 
= man nach vollständiger Reduction das Product unter folgender 
Gestalt: 
> (ab, — a,b), (ae, — a, ¢), (ad,—-a,d) 0 0—a,| 
Ka ¢,—a,€), (ad,—a,d) + (be.—b, 0), (bd, —bid) 0 —a,—hb, 


n Di — ad), (bd, — b, d;, (cd, — & d) —a, —b, —e, 


F PETE: = | 0 0 0 Dt ety 
j 0 0 0 Ee DAR 


abe 0 0 0 —d, 0 0 
Auch diese Determinante ist einem einzigen Producte aus 2 cor- 
-~ respondirenden gleich, weil die übrigen Producte bei der Zerlegung 
= verschwinden. Wird (ab, — a,b) in der Form des Determinanten- 
= symboles (ab,) gesetzt und diese Bezeichnungsweise auch bei den 
-übrigen Theilen durchgeführt, so entsteht: 
i (ab,) (ac). (ad) | Th —e, —d, | 
=A. Res.= |(ac,) (ad,)-+be,) (bd, 
BEN (ad,) (bd,) od) 
*) Nach einer Mittheilung von Prof. Brill. 


FR 
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Da der zweite Factor den Werth d,° Br. so ih a KT 
I@b)- O ar en 

Res. = —| | {a G) (ad,)+(be,) (bd,) . AN 

(ad :) (bd) Y d ) 


gemeinsame Wurzel. “3 

Unter der nämlichen Voraussetzung können auch die De e 
minanten (101) und (102) vereinfacht werden. Aus (104) ergebe: 
sich zur Berechnung von x leicht die folgenden Gleichungen: — 


@ax+b)¢et+exet+de = 
ae ee re 108) 
(a,2+b,)e+¢,2+d,2 = 0 a ) h 


a, x 4+ biet eaat di = 0, 
und daraus folgt weiter: 


[@a+b) e AAA | 
Pr FB RR DE | 3 
see © ey eee RE a aie 
| By 30, ky O A | 
oder: 
4; 4, 
ae. ds I | 6 E ETRA) z 
G ig: LPO A | @ aoa S 
ee 
| FRE a ae ae Pree See ee N a 
Wir vereinigen 7, und 4, mit der folgenden Determinante zi 


Producten: 


PEER oD SG R 
a 0 Rn BL ae a 
PERSE 0 —1 =, 0 | |—1 pee 
het eat footed | 
\(@@e,—a,¢) > (ad,-a,d) 0 —a| 
(bd, — b, d) (ed, >c d) ~b, = 
A 5 Ny == | x LERES 
| 9 0 7 = Rae 
0 0 —d Oe 
A, A, 
f RTE (a A A ae —d, 
ai aves | - | | 
NT on ee le 
Da nun 4, = — d? und 4, = d,’ ist, so folgt, dass 7, = — 4, 
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: aeae a Algebra; Discriminate T 
(a cı) (a d,) | 

: (bd) : (ed) | 
Ebenso findet man durch Multiplication: 

| (a di ETR dı d) + (b Cy = b, c), (b dı Eran b, d) —4ı —h, 


4 == 


2 


| 
E | (bd; — bd) Se ein hana tae 
oa 0 0 —¢c, —d, 
| 0 0 u 
d, 4, 
3 |G di) + (ba), (bd,) | | —e, —d, | 
S N TR EE N | ae Os: 
Nm ist J, = — d,’, 4, = dè, also 4, = — 4,, oder: 
RS | (ad) + (ba) (b.d,) f 419) 
Fs. 10h) (e di) | 


Werden 4, und 4, zu einem Product verbunden und die ent- 
sprechenden Transformationen ausgeführt, so gewinnt man die 
Gleichung: 

‘(ac,) x + (ad,) + (be,), (ad,) a + (bd,) | 
| 7 J > r Saa 0, (1 13) 
| (bd,) (ed,) | 


woraus An. > leicht zu berechnen ist. 


Zwei gleiche Wurzeln einer höheren Gleichung. 
 Diseriminante. Die nachfolgenden Entwickelungen gewinnen 
an Einfachheit, ohne dass ihre allgemeine Gültigkeit beeinträchtigt 
= wird, wenn wir sie an einer Gleichung von bestimmtem Grade 
' ausführen, und wir wählen dazu die Gleichung dritten Grades: 


fia)=—av+3b2°4 3e¢7 I (114) 


Es darf wohl als bekannt vorausgesetzt werden, dass eine 
solche Gleichung durch 3 Wurzelwerthe befriedigt werden kann, 
und dass dieselben, wenn wir die Wurzeln œ, 8, y nennen, zu den 
$ Constanten der ee in folgender Beziehung stehen: 


h 3 ba 5 
= +ß-+ y= — 28, | soo a Ges = ey =— =: (115) 


= Weiter nehmen wir als erwiesen an, dass / (x) auch so geschrieben 
werden kann : 


oon a 


= Wird nun in (114) der Coefficient eines jeden Gliedes mit dem 
_ Exponenten multiplieirt, dieser selbst aber um 1 vermindert, so 
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entsteht eine neue Funktion, die wir die abgeleitete nennen woll 
und so heisst: ER 
a= adt 6b24 3c. (116) 


Es lässt sich nun nachweisen, dass diese abgeleitete Funktion au 
so geschrieben werden kann: 

f(x) =a{(x— p) (@— 7) + @—7) (@— a) + en 
und dazu führen wir nur die Multiplication aus: 


f ee ae ee 


nie der. Seiden Werthe für f’ (x) sofort pa 
Werden nun 2 samen gleich,- 2. Be ae = a, 80 henner 


Funktionen gewinnen alsdann folgende Gestalt: = 
f (z) =a — a)’ (a — 8) = 0 
(a) = a (x — æ) (3 s — a — 2 p), 
und wir erkennen daraus, dass die Doppelwurzel œ auch dié 
Gleichung f’ (x) = 0 befriedigen, also auch Wurzel von: 
Af (a) =aae+2be+ce=0 (118) 


sein muss. Die Bedingung für die Existenz einer Doppelwurzel 
fällt hiernach zusammen mit derjenigen für das Vorhandensei: 
einer gemeinsamen Wurzel in f(@)=0 und 4f’(«)=0, und 
hiermit ist diese Aufgabe auf die vorhergehende zurückgeführt. 
Wird (118) mit æ multiplieirt und dann von (114) ahgomee so 
hat man die 2 Gleichungen: $ 


ba Tees 


av+2bea+cec¢= (119) 
die eine gemeinsame Wurzel haben, wenn: 
ee Ba) 
2 |0 052078 Er 
N N a 4 ns, 
E cra Bib. ee 


Wie früher, multipliciren wir 4, mit einer weiteren Determinante: — 
RE 5 


bees | east | N, 2b--¢ Ol - 

4, = = ¢ 
9. =€. 0-1 c 0 En te | 
ag) SSD f 
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4 coe: 


OB —2a0) head) = Fl pote 
(be-ad) (2—2bd) —a —2b 


Ba 0 0 228 6 

0. 0 —c O° 
$ 4 |CP—2ac) (be— ad) —2b —c 
OT (be—ad) (2¢—-2bd)| ol’ 


', weil 4, = ¢ und die zweite Determinante des vorstehenden 


(28 —2a¢) (be—ad) 
| 1 I (be—ad) (le —2dd) 
schwindet 4,. so besitzt f (x) = 0 eine zweifache Wurzel. 


a Um diese Boppelveiirzel zu ermitteln, gibt man den Gleichungen 
(119) folgende Form: 


(121) 


(ba+2ecatd= 
(ax+2ba+e=0, j 
d findet aus der Determinante: 

a jxt20 d 

(ax+2b) e 

pa den folgenden Werth: 


2(bd—e) 
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